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Abstract

Die Bremer Konzeption zur Atomphysik basiert auf einer eindimensionalen Schrodinger-Gleichung,
deren Losungen Schuler auf dem PC graphisch ermitteln kbnnen. Die computerunterstutzte Modell-
bildung erstreckt sich vom H-Atom bis zum Festkodrper; sie kann mit der Software MODELLUS
gegenuber fruheren Darstellungen wesentlich vereinfacht werden. Ein weiterer Schwerpunkt liegt auf
der Verknupfung von empirischen Daten zu Atomradien, Spekiren, Ladungsdichteverteilungen oder
Festkdrpereigenschaften mit einem zeitgemaBen, quantenphysikalischen und gleichzeitig an-

schaulichen theoretischen Atommodell.

Die Konzeption gliedert sich in sieben Abschnitte mit Grund- und Erganzungsbausteinen, die in
Umfang und Gestaltung ein breites Spektrum von Realisationsmoglichkeiten bieten. Die Kapitel 2 und
3 geben einen Uberblick Uber die didaktischen Leitideen und die inhaltliche Gliederung der
Konzeption. Kapitel 4 erlautert die spezifischen fachlichen Grundlagen ausfuhrlich. In Kapitel 5
werden die aus empirischen Untersuchungen gewonnen bereichsspezifischen Erkenntnisse zu
Schulervorstellungen und ihre Konsequenzen fur die Bremer Konzeption dargestellt. AuBerdem wird
die Bandbreite moglicher Unterrichtsverlaufe exemplarisch aufgezeigt. AbschlieBend werden als

Anhang einige Unterrichtsmaterialien und Aufgaben bereitgestellt.

1 Einleitung

Die von Hans Niedderer entwickelte "Bremer Konzeption zur Atomphysik" fur die
Sekundarstufe Il wird auf der Basis empirischer Unterrichtsforschung seit beinahe
20 Jahren kontinuierlich weiterentwickelt (vgl. die Arbeiten von Niedderer, Bayer,
Bethge, Bormann, Cassens, Deylitz und Petri im Literaturverzeichnis). Sie hat in der
Evaluation durch Deylitz (1999) und der damit verbundenen erstmaligen
Realisation durch entsprechend fortgebildete Lehrer ihre grundsatzliche "Serien-
reife" bewiesen. Wichtige Anregungen bei der Entstehung der Konzeption stammen
aus Arbeiten von Schreiner (1978), Koppelmann et.al. (1981) und Eckhardt (1982).

Die nachfolgende Darstellung der Konzeption unterscheidet sich von fruheren
Verodffentlichungen u.a. durch eine Konzentration auf die spezifischen Kom-
ponenten des Ansatzes, die Verwendung anderer Unterrichtssoftware und eine
deutlichere Strukturierung. Die sieben Abschnitte der Konzeption gliedern sich in
"Grundbausteine" und optionale Erganzungen, die Spielraume erbdffnen, da sie den

roten Faden der Grundbausteine nicht unterbrechen.
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Neben empirisch-fachdidaktischen Erkenntnissen liefern insbesondere die standig
erweiterten Moglichkeiten des Computers innovative Impulse. Die Modellierung der
Schrodinger-Gleichung (SGL) kann mit der seit 1997 verfugbaren Software
MODELLUS (fur PC) anstelle der fruher benutzten und uber Jahre nur fur den Mac
verfugbaren Software STELLA wesentlich vereinfacht und verkiurzt werden.
Erganzend oder alternativ kann spezifische Simulationssoftware, z.B. aus dem
Paket VISUAL QUANTUM MECHANICS (VQM), eingesetzt werden.

2 Didaktische Leitideen

Die entwickelte didaktische Konzeption pladiert im Unterschied zu anderen
Ansatzen zur Quantenphysik (s. z.B. Berg et.al. 1989) weiterhin fur Anschaulichkeit
im Bereich der Atome bei gleichzeitiger Abgrenzung gegen ein Planetenmodell.
Das groBte Hindernis stellen dabei nach empirischen Befunden (z.B. Bethge 1988)
die Erwartungen der Schuler an die Beibehaltung der anschaulichen Begriffe Bahn
und Bewegung auch in atomaren Dimensionen dar. Die intuitive Verknupfung von
Anschauung im Atom mit einer Bahnbewegung eines punktformigen Elektrons soll
in der Bremer Konzeption durch Vorstellungen uber stationare Zustande, ihre

raumliche Ausdehnung und Dichteverteilung aufgebrochen werden.

Die Kernpunkte der Konzeption manifestieren sich in folgenden Leitideen:

. Von Bohr zu Schrédinger

Die Atomphysik der gymnasialen Oberstufe mundet haufig noch in einer mehr oder
weniger vertieften Behandlung des Bohrschen Atommodells, einem Modell, das
heute nur noch von wissenschaftshistorischem Interesse ist. Das Planetenmodell
des Atoms bildet in der Bremer Konzeption lediglich den Ansatzpunkt; nicht zuletzt,
weil eine aktive Auseinandersetzung mit dieser uber Unterricht und Medien in der
einen oder anderen Form in Schulerkdpfen verankerten Vorstellung unerlasslich
erscheint. Schwerpunkt und Ziel des Kurses ist ein Atommodell nach Schrbodinger,
in dem die Existenz von Zustanden quantisierter Energie eine unmittelbare

Begrundung findet und das den heutigen Stand der Physik beruhrt.
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. Computerunterstiitzte Modellbildung

Die elementarisierte Schrodinger-Gleichung (SGL) wird als Aussage uber die

Krummung der Zustandsfunktion vy (Psi) formuliert. Mit einem anschaulichen

Krummungsbegriff und der Struktur der SGL lasst sich der Verlauf der y-Funktion
verstehen und auch ohne Computer qualitativ konstruieren. Die Abhangigkeit der

Krummung y"(r) von den Parametern Gesamtenergie Ep, Coulomb-Potential V(r)

und y(r) druckt sich in der folgenden Form der stationaren SGL aus:

Yn'"() = = Cgq. (En = V(1) yn (1) (CoaL = 8rn*m / h2)
Der Computer ist in mehrfacher Hinsicht ein wertvolles Hilfsmittel:

* zur Veranschaulichung der Bedeutung von "

» zur Demonstration der Bedeutung von Randbedingungen

» zur Erarbeitung des Zustandsbegriffs

» zur konkreten Berechnung von Eigenwerten und Amplitudenfunktionen

Auf Potentialtopfmodelle fur das H-Atom kann verzichtet werden.

. Anwendungsorientierung

Ein weiteres primares Ziel ist die ErschlieBung von Anwendungen der SGL; vom H-
Atom uber Mehrelektronenatome bis zu den Grundlagen der Molekule und
Festkorper. Zur Erklarung physikalischer Eigenschaften und KenngroBen werden
z.T. anschauliche Analogien eingesetzt. Die Diskussion von Interpretationsfragen

zur Quantenphysik beschrankt sich auf das Notwendige.

Erst die weitere Anwendung der beim H-Atom kennengelernten quanten-
physikalischen Beschreibungsmethoden vom Helium bis auf die Ebene alltaglicher
makroskopischer physikalischer Phanomene uberzeugt viele Schuler, dass
zahlreiche physikalische Phanomene nur im Lichte der Quantenphysik plausibel
erklarbar sind und dass sie die "Welt der Quanten" auch direkt, mehr oder weniger
im wortlichen Sinne "beruhrt". Die nach dem einfuhrenden Unterricht zur

Quantenphysik mehrfach beobachtete Schulerhaltung, Quantenphysik beschreibe
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bloB eine kunstlich erzeugte, im Grunde unverstandliche und daher vorlaufige und

nicht ernst zunehmende "verruckte Quantenwelt", kann dadurch korrigiert werden.

. Schiilerorientierung

Begriffsbildung und Lernprozesse werden durch Phasen, in denen den Schulern
Gelegenheit gegeben wird, eigene ldeen, Vorstellungen und Theorieansatze zu
formulieren und zu diskutieren, besonders gefordert. (schulervorverstandnis-
orientierter Unterricht - SVU, Niedderer, Schecker 1982).

Nach den bisherigen Unterrichtserfahrungen hat das weitgehend selbstandige und
selbsttatige Modellieren und Ldosen der SGL in verschiedenen Anwendungsfallen
seitens der Schuler ebenfalls entscheidenden Einfluss auf Qualitat und Stabilitat

der intendierten Lernwirkungen.

3 Uberblick und Gliederung

Die Bremer Konzeption gliedert sich in sieben Abschnitte, die z.T. in Grund- und
Erganzungsbausteine unterteilt sind. Die Grundbausteine bauen systematisch
aufeinander auf und beinhalten hauptsachlich spezifische Kernelemente der
Konzeption. Die Erganzungsbausteine bieten neben weiteren spezifischen

Anteilen auch Standardthemen der Atomphysik.

Auf die Erganzungsbausteine kann im Prinzip komplett verzichtet werden; sie
beinhalten keine Voraussetzungen fur spatere Abschnitte. In der Praxis wird man
unter den spezifischen unterrichtlichen Schwerpunktsetzungen und Rahmen-
bedingungen eine Auswahl treffen. In Umfang, Gestaltung und Platzierung

bestehen in vielen Fallen groBe Spielraume.

Auch wenn es den Leitideen der Konzeption widerspricht, ist es naturlich moéglich,
die Bremer Konzeption z.B. nur in den Abschnitten 1-4 zu realisieren oder auf die
Modellierung der SGL bzw. den Einsatz des Computers zu verzichten und statt
dessen etwa nur fertige Ldosungen zu diskutieren. Weitere Hinweise zu den

unterrichtlichen Gestaltungsmoglichkeiten finden sich in Kap. 5.3.
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Aus der Quantenphysik sollten bereits folgende Themen behandelt worden sein:

* Interferenz von Elektronen, De Broglie-Relation
* Photoeffekt, Einstein-Relation
* Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

Umfang und Gestaltung des Grundbausteins 2 zu stehenden Wellen hangen stark
von den Vorkenntnissen der Schuler ab: Die Schuler benbdtigen neben den
ublichen Grundlagen aus klassischer Physik, Differentialrechnung und PC-Hand-
habung zum Verstandnis der SGL und zur Beschreibung stationarer Zustande

einige mathematisch-physikalische Kenntnisse, die ihnen u.U. nicht vertraut sind:

» die Begriffe Krummung einer Funktion und Differentialgleichung

* Eigenschwingungen, stehende Wellen (z.B. schwingende Saiten oder
Membrane, stehende Seil- oder Schallwellen) und ihre mathematische
Beschreibung (Amplitudenfunktion, Differentialgleichung)

3.1 Abschnitt 1: Atombau und Spektrallinien

Vorlauf

* Als "Vorlauf " zur Bremer Konzeption kann die historische Entwicklung der Idee
des Atoms vom antiken Griechenland bis "Rutherford" skizziert werden. In
diesem Zusammenhang kann auch das individuelle Vorwissen der Schuler zu
Atommodellen beleuchtet werden.

Grundbaustein 1: Atombau und Spektrallinien

* Den Einstieg in die UE bildet die Untersuchung des Wasserstoff-Spektrums
(Balmer-Lampe). Die gefundenen Spektrallinien werden uber die Einstein-
Relation mit diskreten Energieniveaus und "Quantensprungen" in Atomen in
Verbindung gebracht.

* Das Bohrsche Atommodell von 1913 wird - aufbauend auf dem Rutherfordschen
Modell - als erste Erklarung der Spektrallinien in seinen Leistungen und
Problemen skizziert.

* Die Entwicklung der Quantentheorie erfordert ab 1926 ein anderes Atommodell,
u.a. da diskrete Elektronenbahnen in Atomen die Heisenbergsche Unbestimmt-
heitsrelation (HU) verletzen Diese Tatsache liefert die Begrundung und
Motivation fur den weiteren Unterrichtsgang.

* Die Entwicklung eines adaquaten Atommodells fuhrt - nachdem Louis de Broglie
1924 eine Wellenlange fur Elektronen postuliert hat - im Jahr 1926 auf eine
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Wellengleichung fur gebundene Elektronen. Diese Gleichung, die Schrbodinger-
Gleichung, bildet die Basis fur ein quantenmechanisches Atommodell. Die
Erarbeitung einer einfachen Form dieser Gleichung, ihre Analyse, das Auffinden
und Interpretieren ihrer Losungen in verschiedenen Anwendungen werden den
Schulern als Inhalt und Ziel des nachfolgenden Unterrichts angekundigt.

Als Alternative zu klassischen Teilchenbahnen in atomaren Dimensionen wird -
sofern noch nicht im Kontext der HU geschehen - der quantenmechanische
Zustandsbegriff, wonach einem Quantenobjekt nicht mehr alle klassischen
Observablen gleichzeitig mit beliebiger Genauigkeit zugesprochen werden
durfen, dargestellt. Fur Atome fuhren die Spektren auf eine Beschreibung mit
stationaren Energieeigenzustanden, deren raumliche Verteilung nicht mit einer
wie immer gearteten Bahnbewegung von in Relation zum Atom winzigen
Materiekuigelchen verknupft werden darf.

3.2 Abschnitt 2: Eigenzustande mechanischer Wellen

Grundbaustein 2: Stehende Seilwellen und Krummungsbegriff

Mit einem Elektromotor werden stehende Wellen auf einem Seil mit zunachst
konstanter und dann - im Hinblick auf ein veranderliches Potential in der
Atomphysik - variierender Massenverteilung angeregt. Bei bestimmten
Frequenzen ergeben sich jeweils, ahnlich den Schwingungen einer Saite,
diskrete stationare Schwingungszustande. Anhand dieser Zustande wird der
Begriff des Eigenzustands veranschaulicht.

Die Wellengleichung der stehenden Seilwellen, deren Ldosungen die beobacht-
baren Zustande beschreiben, wird vorgestellt und erlautert. Gleichzeitig wird der
Krummungsbegriff eingefuhrt. Die in der Wellengleichung auftretende 2
Ableitung der Amplitudenfunktion wird als Krummung der Amplituden- bzw.
Zustandsfunktion interpretiert.

Erganzungsbaustein 2A: Zweidimensionale Eigenzustande

Das Phanomen stehende Wellen / Eigenschwingungen und die Beschreibung
von Eigenzustanden werden am Beispiel eines von einem Lautsprecher
angeregten sandbestreuten Tamburins vertieft.

Erganzungsbaustein 2B: Dreidimensionale Eigenzustande

* Im Hinblick auf Analogiebetrachtungen zum Atom werden dreidimensionale

stehende Schallwellen in einer Glaskugel untersucht.
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Erganzungsbaustein 2C: Modellierung stehender Seilwellen

Die Eigenzustande eines Seils mit anderen Massenverteilungen werden von
den Schulern experimentell ermittelt und zum Vergleich mit dem Computer
modelliert. Dazu mussen die Schuler naturlich in die Handhabung der Software
eingefuhrt werden.

3.3 Abschnitt 3: y-Funktion und Schrédinger-Gleichung

Grundbaustein 3: y-Funktion und Schrodinger-Gleichung

Die Analogie "stehende Wellen - stationare Energiezustande im Atom" wird
ausgearbeitet und diskutiert.

Zwei Interpretationen der y-Funktion, die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung
und die Ladungsdichteverteilung werden vorgestellt und diskutiert.

Eine eindimensionale SGL wird aus bisher bekannten Formeln entwickelt. Dabei
wird auch das Coulomb-Potential am Beispiel des H-Atoms diskutiert und
angemessen interpretiert.

Die SGL wird mit Hilfe des Krummungsbegriffs analysiert. Uber halbquantitative
Zusammenhange lassen sich Ldosungen mit wichtigen Charakteristika der -
Funktionen bereits ohne Rechner qualitativ konstruieren.

3.4 Abschnitt 4: Einelektronensysteme |

Grundbaustein 4: Das Wasserstoff-Atom

Eine kurze Einfuhrung in die Software MODELLUS wird gegeben (falls nicht
unter Abschnitt 2 bereits geschehen)

Die SGL des H-Atoms (eindimensional, s-Zustande) wird mit der Software
MODELLUS (oder einer anderen geeigneten Software wie z.B. STELLA)
modelliert. Dabei sind wichtige Details wie die Umrechnung in sinnvolle
Einheiten (eV, Nanometer). die Randbedingungen und das 1/r Verhalten des
Coulomb-Potentials zu beachten.

Die Schuler suchen die Eigenzustande (z.B. n = 1 bis 4) selbsttatig unter
Anwendung des Krummungsbegriffs. Im nachsten Schritt lassen sie den

Computer die normierten wz-Funktionen berechnen.

Mit der eindimensionalen SGL erhalt man die korrekten, in den Lehrbiichern fur
viele Uberlegungen zugrunde gelegten radialen Dichteverteilungsfunktionen.
Die ermittelten y-Funktionen unterscheiden sich allerdings um den Faktor 1/r
von den Radialteilen der Lbsungen der dreidimensionalen SGL. Der
Unterschied wird geklart, damit man die Ldosungen der SGL zur Grundlage
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anschaulicher Vorstellungen von der raumlichen Gestalt des Atoms machen
kann.

* Diskussion und Interpretation der wz-Funktionen: Anwendung der vorgestellten
Interpretationen, klassisch verbotener Bereich, Stabilitat des Atoms; Zusam-
menhang zwischen den errechneten Energiewerten und gemessenen Spektren.

Erganzungsbaustein 4A: experimentelle Bestimmung von Atomradien

* Verschiedene Methoden zur experimentellen Bestimmung des Atomradius
werden vorgestellt und mit Varianten der theoretischen Radiusdefinition auf
Basis der w-Funktion verglichen. In diese Diskussion konnen auch die
Bohrschen Radien einbezogen werden.

Erganzungsbaustein 4B: Franck-Hertz-Versuch

* Dieses Experiment kann auch genutzt werden, um =zu testen, welche
anschaulichen Vorstellungen sich die Schuler von der Energieubertragung von
beschleunigten zu gebundenen Elektronen etc. machen. (Es kann auch bereits
im Rahmen von Abschnitt 1 behandelt werden.)

Erganzungsbaustein 4C: Modellierung wasserstoffahnlicher lonen

* Insbesondere das He*-lon eignet sich gut um die Auswirkungen eines
veranderten Potentials auf Eigenwerte, Eigenzustande und Spektrallinien zu
untersuchen. In diesem Zusammenhang kann zur Vertiefung der quanten-
physikalischen Zustandsbeschreibung der Begriff der Lokalisationsenergie, der
haufig am unendlich hohen Potentialtopf dargestellt wird, behandelt werden.

Erganzungsbaustein 4D: nicht radialsymmetrische Zustande, Pauli-Prinzip

* U.a. werden Abbildungen und Formeln von s, p, d und f-Orbitalen diskutiert,
hinsichtlich Symmetrieeigenschaften (Knotenflachen) verglichen und in
anschauliche Beziehung zu den Quantenzahlen n, | und m gesetzt.

* AnschlieBend wird der Aufbau des Periodensystems unter Einbeziehung des
Pauli-Prinzips erklart. Die Schalenstruktur der Atomhulle wird erlautert. Der Spin
kann in Analogie =zur Polarisation von Photonen als ausgezeichnete
Feldrichtung des Elektrons dargestellt werden. (Teile dieses
Erganzungsbausteins kbnnen auch unter Abschnitt 5 behandelt werden.)

3.5 Abschnitt 5: Mehrelektronensysteme |

Grundbaustein 5: Das Helium-Atom

* Zunachst werden grundsatzliche Uberlegungen zur gegenseitigen AbstoBung
der Elektronen bzw. zur Abschirmung der Kernladung bei Mehrelektronen-

10
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systemen vorgenommen. Mit der Interpretation der y-Funktion als Ladungs-
dichteverteilung werden Abschirmungseffekte plausibel veranschaulicht.

AnschlieBend wird am einfachsten Fall des He-Atoms erarbeitet, wie die
gegenseitigen Abschirmungseffekte in der SGL berucksichtigt werden konnen.
Dies fuhrt auf ein dem Hartree-Verfahren ahnliches Modell ohne Spin.

Die Schuler suchen die Eigenzustande, wobei sie neben der Energie nun
gleichzeitig die Normierungskonstante, die den Abschirmungseffekt durch das 2.
Elektrons auf maximal eine Elementarladung begrenzt, iterativ ermitteln mussen.
Arbeitsteilig kbnnen neben dem Grundzustand auch angeregte s-Zustande
modelliert werden, wodurch sich die Zahl der gleichzeitig zu iterierenden
Parameter allerdings auf 4 erhodht. Evil. kann auch schon das Lithium-Atom
einbezogen werden.

Die ermittelten Werte fur Zustandsenergien, Atomradien und Spektrallinien
werden im Vergleich mit Literaturdaten diskutiert.

Erganzungsbaustein 5A: Modellierung weiterer hoherer Atome

Lithium, Berylium, sowie angeregte/ ionisierte Bor- und Kohlenstoffatome
kdnnen ebenfalls mit MODELLUS modelliert werden, da nur s-Zustande zu
berucksichtigen sind. Theoretisch gibt es gegenuber dem He-Atom keine
Erweiterungen. Praktisch ist die Modellierung jedoch zunehmend schwieriger
und zeitaufwendiger, da entsprechend mehr Parameter gleichzeitig iteriert
werden mussen. Aspekie der Schalenstruktur der Atomhulle kdnnen vertieft
werden.

Erganzungsbaustein 5B: Rontgen-Strahlung

Abschirmungseffekte und Strukturen der Atomhulle werden an dieser Stelle
vertieft. (Dieses Thema kann je nach inhaltlicher Schwerpunktsetzung auch an
anderer Stelle behandelt werden.)

3.6 Abschnitt 6: Einelektronensysteme Il

Grundbaustein 6: Das H,*-Molekul

Durch Addition eines zweiten "Coulombtrichters" im Abstand a wird in der SGL
das Potential des H,"-Molekul (eindimensional) auf einfache Weise realisiert. Mit
MODELLUS lassen sich die y-Funktionen dieses Systems fur verschiedene
Kernabstande a mit einem dem H-Atom vergleichbarem Aufwand ermitteln.

Mit der Interpretation der y-Funktion als Ladungsdichteverteilung wird die Mole-
kulbindung unmittelbar plausibel. Die Abhangigkeit der Bindungsenergie vom
Kernabstand a kann untersucht werden. Weiterfuhrende physikalische Aspekte
wie die Aufspaltung der Energieniveaus in einen bindenden und einen
antibindenden Zustand kdnnen die Schuler ebenfalls selbst entdecken.
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3.7 Abschnitt 7: Mehrelektronensysteme |l

Grundbaustein 7: y-Funktion und Festkorper

* Fur den Bereich Festkorper kann auch Simulationssoftware verwendet werden -
z.B. ENERGY BAND CREATOR aus dem Paket VQM - , die das automatische
Auffinden der Eigenzustande ermoglicht. Der Ubergang vom diskreten
Energieniveau, uUber die Aufspaltung in 2, 3, 4 usw. Niveaus bis zum
kontinuierlichen Energieband kann von den Schulern entdeckt werden.

* Aus Lage, Abstand und Breite der Energiebander kdonnen neben elektrischen
z.B. auch sichtbare optische Eigenschaften wie Farbabsorptionsverhalten und
Durchsichtigkeit diskutiert werden.

Erganzungsbaustein 7A: Quantengehege

* Die Erklarung und Diskussion von rastertunnelmikroskopischen Aufnahmen, die
Ladungsdichteverteilungen in sog. "Quantengehegen" auf Festkorperober-
flachen zeigen (s. z.B. http://www.almaden.ibm.com/vis/stm/ SCIENCE Vol. 262,
10/93 oder FAZ 03.11.93), bietet sich im Rahmen der Bremer Konzeption
ebenfalls an.

Weitere technologisch relevante Untersuchungen etwa zu Quantendots in der
Halbleitertechnologie oder einzelnen Atomen bzw. lonen in einer Paul-Falle
kbnnen im Rahmen der Bremer Konzeption zur Atomphysik sinnvoll aufgegriffen

werden.

Andere, fur die Bremer Konzeption nicht spezifische Themen der Atom- und

Festkorperphysik wie Laser oder Halbleiter kbnnen direkt angeschlossen werden.
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4. Inhaltliche Erlauterungen

Im Folgenden werden die fur die Bremer Konzeption spezifischen Elemente der UE
unter vorwiegend physikalischer Perspektive genauer beschrieben. Auf die
Darstellung hinlanglich bekannter Themen der Atomphysik wie z.B. Spektral-

untersuchungen, Franck-Hertz-Versuch oder Rontgen-Strahlung wird verzichtet.

4.1 Abschnitt 1: Atombau und Spektrallinien

4.1.1 Energiezustande statt Planetenbahnen im Atom

Der Titel des Abschnitts ist identisch mit dem Titel des Buches, indem Sommerfeld
1919 u.a. die Bohr-Sommerfeldsche Atomtheorie entfaltet. Der Buchtitel weist
darauf hin, dass die Verknupfung von Spektrallinien mit der Struktur der Atomhulle
damals noch keine Selbstverstandlichkeit war. Die Beschreibung von Spektral-
linien des Wasserstoffs durch die Balmer-Formel war zwar schon seit 1885
bekannt. Aber erst nach der "Entdeckung" des Planckschen Wirkungsquantums
1899 und speziell der Einsteinschen Photonenhypothese von 1905 ergab sich

diese Verknupfung.

Vor diesem Hintergrund werden die durch Bohr vorgenommenen Anderungen am
von Rutherford 1911 aus Streuversuchen entwickelten, elektrodynamisch stabilen
Kern-Hulle-Modell des Atoms verstandlich. Die Bohrschen Postulate von 1913
stehen im Widerspruch zur klassischen Physik, sie erklaren aber zumindest fur das

H-Atom die experimentellen Tatsachen gut.

Sommerfeld schrieb bereits 1928 einen "wellenmechanischen Erganzungsband"
zu "Atombau und Spektrallinien". Die Bohr-Sommerfeldsche Atomtheorie war 1928

bereits von der weiteren Entwicklung der Quantentheorie Uberholt.

U.a. war nach der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation (HU) von 1926 die
Angabe einer Elektronenbahn nicht mehr moglich. Man kann inzwischen davon
ausgehen, dass eine solche Bahn nicht nur experimentell nicht zuganglich ist,
sondern definitiv nicht existiert. Dies kann man leicht nachrechnen, in dem die HU
auf ein auf die GroBenordnung des Atomdurchmessers lokalisiertes Elektron

anwendet. Spatestens ab dem Jahr 1926 mussten folglich Alternativen zum
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Bohrschen Atommodell entwickelt werden. Zielperspektive fur den Unterricht ist
demnach die Entwicklung eines quantenmechanischen, mit der HU zu verein-

barenden Atommodells.

Fur Quantenobjekte tritt eine Beschreibung mit der sogenannten Zustandsfunktion
1y an die Stelle von klassischen Teilchenbahnen mit prinzipiell jederzeit beliebig

genau bestimmten Werten fur Observablen wie Ort, Impuls, kinetische oder
potentielle Energie. Quantenobjekte kann man - wegen der HU - prinzipiell nicht in
einen Zustand bringen, in dem alle klassischen Observablen gleichzeitig auch bloB3

theoretisch beliebig exakt bestimmt waren.

Die stets gleichen, durch Messungen beliebig reproduzierbaren Energieander-
ungen (Quantensprunge) in Atomen legen die Vermutung nahe, dass es in Atomen
stabile "Energiezustande" mit eindeutig bestimmter Energie gibt, bzw. dass die
existierenden Atome stabile "Energiezustande" von Elektronen und Atomkernen
sind! Versucht man aber den Ort etwa des Elektrons im H-Atom genauer als auf die
GroBenordnung des Atomdurchmessers festzulegen, wird der stabile Zustand des
Atoms und damit das Atom zerstort. In einem Energieeigenzustand des Atoms gibt

es keinen genauer bestimmten Ort des Elektrons.

Um fur die stabilen "Energiezustande" sowohl eine theoretische Beschreibung als
auch eine anschauliche und plausiblere alternative Vorstellung zu zwar weit
verbreiteten, aber im atomaren Bereich dennoch unzulassigen Bahnvorstellungen
fur Elektronen zu erarbeiten, ist ein Exkurs uber Eigenschwingungen bzw.
stehende Wellen hilfreich. Zuvor werden klassischer und quantenmechanischer

Zustandsbegriff noch einmal einander gegenuber gestellt.

4.1.2 Klassischer und quantenmechanischer Zustandsbegriff
In der klassischen Mechanik ist der Zustand eines Systems zur Zeit t durch die
Angabe aller Impulskoordinaten pj(t) und Ortskoordinaten xj(t) der zum System

gehodrenden Teilchen vollstandig bestimmt. Kennt man die das System
determinierenden GesetzmaBigkeiten (Hamilton-Funktion) sowie die Anfangs-

bedingungen pj(to) und Xxj(tg), so ist die zeitliche Entwicklung des Systems
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eindeutig festgelegt. Die Observablen Impuls und Ort kbnnen als objektive, zu
jedem Zeitpunkt uneingeschrankt gegebene Eigenschaften jedes Teilchens des
Systems aufgefasst werden. Daher lasst sich die Bahnkurve des Teilchens

angeben.

In der Quantentheorie wird der Zustand eines Systems durch eine i.a. komplex-
wertige Wellenfunktion W oder durch einen Vektor |W> reprasentiert. Die phy-

sikalischen Observablen werden durch (Differential-)Operatoren definiert. Hat man

die Schrodinger-Gleichung fur dieses System aufgestellt, so ist die zeitliche Ent-
wicklung eines gegebenen Zustands %> weiterhin Uber diese SGL streng deter-
miniert. Die - im klassischen Sinne - Eigenschaften Ort und Impuls eines Systems
z.B. sind jedoch durch den Zustandsvektor I#> grundsatzlich nicht uneingeschrankt
und unabhangig voneinander gegeben:

Die Eigenschaft eines bestimmten Impulses pi etwa kann man dem System nur

zusprechen, wenn der Zustand IW> des Systems gerade der entsprechende
Impulseigenzustand I®{> des Systems ist. Die Anwendung des Impulsoperators P

auf I®¢1> ergibt dann gerade den Wert p1:
Pl®i>=pq P> (4.1.1)

Im allgemeinen Fall lasst sich IW> als Summe aller moglichen Impuls-

eigenzustande des Systems I®j> gewichtet mit Koeffizienten cj beschreiben:
> =% cj |Dj> mit ¢j = <®jlW> (Skalarprodukt) (4.1.2)
Die Anwendung des Operators P auf den Vektor I¥> ergibt dann:
P IW> =X ¢j pj 1Dj> (4.1.3)

Eine wiederholte Impulsmessung ergibt im Fall, dass das System sich etwa im

Eigenzustand |®1> befindet stets den selben Wert p1.

Im allgemeinen Fall ist der Ausgang der Messung insofern unbestimmt, dass nicht

vorhergesagt werden kann, welches pj des moglichen Impulsspektrums am System

gemessen wird bzw., in welchen Zustand |®j> das System ubergeht. Uber den
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Ausgang einer Messung lassen sich im Fall, dass das System nicht in einem
Eigenzustand vorliegt, nur Wahrscheinlichkeitsaussagen machen. Alle Zustands-

vektoren sind auf den Betrag 1 normiert, so dass gilt:

<WIP>=1 (entspricht W[>=1) und X Icjl2 = 1 (4.1.4)

so dass IcJ'I2 die Wahrscheinlichkeit fur das Messergebnis pj angibt.

Grundsatzlich unterscheiden sich die Eigenfunktionen bzw. Eigenzustande eines
bestimmten Operators von denen eines anderen Operators, beispielsweise fur den
Impulsoperator Px und den Ortsoperator X. Daraus folgt, dass ein System, dass
sich in einem Impulseigenzustand befindet, sich nicht gleichzeitig in einem Orts-
eigenzustand befinden kann. Eine Messung kann den Zustand |W> nicht gleich-

zeitig in einen Impuls- und einen Ortseigenzustand Uberfuhren.

Waren in einem klassischen System Ort und Impuls jederzeit gleichzeitig genau
festgelegt und dadurch als Systemeigenschaften definierbar, so ist einem quanten-
physikalischen System zu einem bestimmten Zeitpunkt hochstens eine der beiden
GroBen Impuls und Ort als Eigenschaft mit eindeutig definiertem Wert zuzuordnen.
Ob man in dem hier beschriebenen Sinn bestimmte Eigenschaften einem quanten-
physikalischen System gleichzeitig zusprechen kann, hangt vom Kommutator der
betreffenden Operatoren (= Differenz der Anwendungsergebnisse bei vertauschter
Reihenfolge) ab. Dies ist nur moglich, wenn dieser Kommutator Null ergibt.
Beispielsweise gilt:
(PxX - X Px) I¥> =i h/2x P> (4.1.5)

Anders ausgedruckt: Je nachdem, in welcher Reihenfolge man die Operatoren auf
einen Zustand anwendet, kommt grundsatzlich ein anderes Ergebnis heraus. Das
Kommutativgesetz gilt hier nicht. In einem solchen Fall ist nur die zuletzt

gemessene Eigenschaft (im klassischen Sinn) dem System in dem dann

vorliegenden Zustand zuzusprechen.

Liegt ein Ensemble von Systemen vor, die sich z.B. alle im gleichen Basiszustand

|®j> befinden, so werden bei einer Ortsmessung die Messwerte fur das Ensemble

um den sogenannten Erwartungswert fur den Ort streuen. Entsprechendes gilt
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umgekehrt. Dies ist nichts anderes als die Aussage der Heisenbergschen

Unbestimmtheitsrelation.

Der entscheidende Unterschied zwischen klassischer Physik und Quantenphysik
lasst sich noch einmal wie folgt zusammenfassen: In der klassischen Physik sind
sowohl die zeitliche Entwicklung des Systems als auch die Systemeigenschaften
vollstandig determiniert. In der Quantenphysik ist zwar die "ungestorte" zeitliche
Entwicklung streng determiniert, jedoch gilt dies nicht fur die Eigenschaften
(Observablen) und ihre zeitliche Entwicklung. Quantenobjekte sind also keine
klassischen Teilchen: Es gibt keine Bahnkurven, welche "Eigenschaften" sie
gerade "besitzen", ist von dem Zustand abhangig, in dem sie sich befinden bzw. in

den sie qua Praparation bzw. Messung gebracht wurden.

Tab. 4.1.1: Klassischer und quantenmechanischer Zustand eines Elektrons

Klassischer Zustand des Elektrons Quantenmechanischer Zustand

Allen Observablen kann jederzeit und Zu einem bestimmten Zeitpunkt hat nur ein
gleichzeitig ein prinzipiell unbeschrankt Teil der prinzipiell messbaren Observablen
genauer Wert unabhangig von einer Messung des Elektrons einen exakt definierten Wert.
zugesprochen werden. Die Zustandsfunktion beinhaltet die Uber-
Der momentane Zustand des Elektrons ist gangswahrscheinlichkeiten fur Zustande mit
durch seinen Ort und seinen Impuls exakt scharf bestimmten Observablen (Eigenzu-
definiert. Eine Messung hat prinzipiell keinen stande mit Eigenwerten). Durch Messungen
Einfluss auf den Zustand. von Observablen werden Eigenzustande

erzeugt bzw. vernichtet.
Beispiel: stationarer Energieeigenzustand n

Observablen: Ladung: -e
Masse: m Observablen: Ladung: -e
Energie: E(t) Masse: m
Impuls: p(t) Energie: E
Ort: x(t) Impulsverteilung: Vy(p)
Ortsverteilung: P(x)

Veranschaulichung: | e

Winziges geladenes Kugelchen, das auf einer Veranschaulichung:

bestimmten Bahn durch den Raum fliegt bzw. stationare, bewegungslose, kontinuierliche
das sich in Ruhe befindet Verteilung unterschiedlicher Dichte (s. unten)
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4.2 Abschnitt 2: Eigenzustdande mechanischer Wellen

4.2.1 Stehende Seilwellen und Krimmungsbegriff

. Stehende Wellen

Stehende Wellen kdnnen in einem raumlich begrenzten, schwingungsfahigen
Medium entstehen. Ein sehr anschauliches Beispiel ist ein eingespanntes Seil, das

an einem Ende mit der Frequenz f angeregt wird, so dass sich eine Welle mit der
Phasengeschwindigkeit ¢ und der Wellenlange A auf ihm ausbreitet und am

anderen Ende reflektiert wird. Bei der Uberlagerung von hin- und rucklaufender
Welle entsteht bei bestimmten Resonanzfrequenzen eine stehende Welle. Man

spricht auch von einer Eigenschwingung oder einem Eigenzustand.

Der Rand des schwingenden Mediums (das Seilende) fuhrt im Prinzip keine
Bewegung aus. Die Seilenden sind gleichzeitig sogenannte Knoten - genauer
gesagt Knotenpunkte. Zwischen den Kontenpunkten bilden sich sogenannte
Schwingungsbauche. Die Verlaufsfunktion des maximalen Ausschlags des Seils
heiBt Amplitudenfunktion y. Sie ist die Einhullende der Seilbewegung. Da sie
symmetrisch zur x-Achse ist, genugt die Angabe einer Funktion, z.B. nur der

positiven. Diese Funktion beschreibt keine Bewegung, sie ist zeitlich konstant.

Abb. 4.2.1:

Die ersten drei Eigenzustande (n = 1 bis n = 3)| 7o~
und Eigenfrequenzen stehender Wellen eines
Seils der Lange | = 0.53 m mit konstanter
Massenverteilung ms(x) = Am/Ax und konstanter| oo
Seilspannung F;

ms(x) = 0.78 g/m

FS = 02 N 0.00 13.25 26.50 39.75 53.00
Grundschwingung n = 1 (1s); f{= 15 Hz

Knoten Knoten

" Knoten e Knoten
-17.00 T T T
-17.00 T T T
0.00 1825 2650 3975 5300 .0.00 13.25 ] 26.50 39.75 53.00
Erste Oberschwingung n = 2; fp = 30 Hz Zweite Oberschwingung n=3; f3=45Hz
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Die Grundschwingung, bzw. der Grundzustand, ist dadurch gekennzeichnet, dass
zwischen den beiden (Knoten-)Punkten, die das Seil einspannen, keine weiteren

Knoten existieren. Der Grundzustand wird mit n

1 bezeichnet. Die Eigen-
15 Hz).

frequenzen tragen als Index die Zustandszahl (z.B. f1

. Stehende Wellen und inhomogene Medien

Ein Seil variierender Massenverteilung ms(x) = Am/Ax - ein "inhomogenes Seil" - ist
anderen Bedingungen unterworfen. Daher sollten sich andere Eigenzustande mit

anderen Eigenfrequenzen und Amplitudenfunktionen ergeben.

Im Experiment wurde ein 0.53 m langes "Stufenseil" benutzt, eine Perlonschnur, die
fur x = 0.38 m eine Massenbelegung von 0.78 g/m (nur Perlonschnur) und fur x >
0.38 m von 8.0 g/m (Perlonschnur mit aufgefadelten, nicht verschiebbaren Perlen)
hat. Diese Massenverteilung wurde mit einer Waage ermittelt. Die konstante Seil-
spannung wurde mittels einer uber eine Umlenkrolle an einem Seilende befestigte
Masse von 20 g erreicht. Auf der anderen Seite war das Seil mit einem kleinen

Elektromotor verbunden, dessen Anregungsfrequenz gesteuert werden konnte.

Durch die inhomogene Massenverteilung zeigen die Eigenfrequenzen keinen
konstanten Abstand mehr - die Frequenzen des homogenen Seils waren f{ = 15
Hz; fo = 30 Hz; f3 = 45 Hz. Bei den hbheren Eigenzustanden befinden sich die

Knoten im Bereich groBerer Massenbelegung.

Abb. 4.2.2: Schema des Versuchsaufbaus zum "Stufenseil"

Perlonschnur Perlen Elektromotor

Umlenkrolle ’/ \

44— 33cm ————— P -15cm -

Gewicht

Weitere wichtige Unterschiede lassen sich uber den Krummungsbegriff (s. unten)
ausdrucken: Die Krummung des Seils ist im Bereich hoher Massenbelegung

groBer als im Bereich kleiner Massenbelegung. Die Krummung des Seils lasst
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einen Ruckschluss auf die Massenverteilung zu und umgekehrt. Analoge

Uberlegungen werden in der Atomphysik eine wichtige Rolle spielen.

Naturlich kbnnen auch Seile mit anders konstruiertem ms(x) untersucht werden

(mehr als zwei Sufen oder quasi kontinuierlich veranderlicher Verlauf.

Abb. 4.2.3: Die ersten drei Eigenzustande des "Stufenseils" (Fotos von y(x), Messwerte fur f)

Zustandszahl n | Eigenfrequenz f, | Amplitudenfunktion y,(x)
n=1 f,=8,6 Hz
— -
n=2 f, =20 Hz
n=3 f;=27Hz I
. Der Begriff des diskreten Eigenzustands

Abb. 4.2.3 beinhaltet bereits die wichtigsten Kennzeichen eines diskreten
Eigenzustands eines physikalischen Systems. Jeder dieser Zustande hat einen
eigenen Namen, symbolisiert durch die Zustandszahl - Ublicherweise n - und evil.
weitere Nummern bzw. Quantenzahlen, einen bestimmten Eigenwert - z.B. eine

Eigenfrequenz f, oder eine Eigenenergie E, - und eine spezielle Zustandsfunktion
mit einer zeitunabhangigen Amplitudenfunktion y(x) bzw. (r) in der Atomphysik.

Die Gestalt der Amplitudenfunktion hat bei klassischen stehenden Wellen eine
sekundare Bedeutung, gewinnt jedoch in der Atom- und Quantenphysik als MaB fur

Verteilungen und Wahrscheinlichkeiten groBe physikalische Bedeutung. Ent-

sprechend der jeweiligen Anforderung der physikalischen Situation und dem
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mathematischen Abstraktionsvermbdgen der Schuler bieten sich mehrere

Mboglichkeiten zur Kennzeichnung der Amplitudenfunktion:

Angabe der Zahl der Knoten oder der Bauche

Bei zweidimensionalen stehenden Wellen: Zeichnen der Knotenlinien
Zeichnung von Hand gemalB Beobachtung

Angabe der mathematischen Funktion y,(x) (bzw. vy, (r) in der Atomphysik)
Graphische Darstellung der Funktion y, (x) von Hand

Graphische Darstellung der Funktion y (x) mit dem Computer

. Amplitudenfunktion, Differentialgleichung und Krimmung

Ein genaueres Verstandnis und die Moglichkeit der Konstruktion und Modellierung

der stehenden Seilwellen erfordert eine Wellengleichung, d.h. die Differential-

gleichung (DGL) des Systems. In der hier betrachteten DGL wird die 2. Ableitung

y"(x) der Amplitudenfunktion mit der Amplitudenfunktion y(x) selbst verknupft. (Der

die Schwingung beschreibende Faktor cos(wt), der auf die Wellengleichung der

Form y"(x,t) = c2y"(x,t) fuhrt, wird im Folgenden entsprechend der Beschrankung

auf die zeitunabhangige SGL in der Atomphysik nicht betrachtet.)

Die 2. Ableitung einer Funktion beschreibt deren Steigungsanderung und wird als

Krummung interpretiert. Differentialgeometrisch exakt ist die Krummung K einer

Funktion y(x) als K=y" -(1+ V' 2)'1/3 definiert. Fur nicht zu groBe Auslenkungen ist y"

der dominierende Faktor.

Abb. 4.2.4:

Die Kurve y(x) zeigt in Punkt 1 eine groBere
Steigung y1' als y2' in Punkt 2. Die Steigung
nimmt ab, die Krummung ist negativ. In Punkt 3 ist
die Krummung kleiner, die Steigung andert sich
weniger stark.

y(x)
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Abb. 4.2.5:

3
Die Abbildung zeigt eine Sinuskurve: * 2 4
In der Umgebung von Punkt 1 ist die Yo Ap
Krummung betragsmaBig gering, die | 1 5
Funktion kann mit einer Geraden
angenahert werden. Zwischen 2 und 3

\
nimmt die Krummung zu, der Graph N A=21/k 6 10
neigt sich zunehmend starker. In 3 ist
die Krummung betragsmaBig maximal. ] 7 9 |
Ihr Vorzeichen ist negativ, weil sich die 8
Kurve mit dem Uhrzeigersinn dreht. In S —

8 ist die maximale Krummung in
entgegengesetzter Richtung erreicht.
lhr Vorzeichen ist positiv, weil sich die
Kurve gegen den Uhrzeigersinn dreht.

—_—X

Fur eine stehende Seilwelle hat bei homogener Massenverteilung die

Amplitudenfunktion y, (x) des Zustands n beispielsweise folgende Form:
Y.(x) = An - sin(k,x) (4.2.1)
Die maximale Amplitude A und die Wellenzahl k = 2a/A sind zwei zustands-
spezifische Konstanten. Die zweite Ableitung ergibt sich zu:
y"' (X) = -A, k.2 sin(k_x) (4.2.2)
bzw. y' (X) =- k.2 y (X) (4.2.3)

Gl. 423 ist die DGL fur die Amplitudenfunktion der stehender Seilwellen.
Interpretiert als Bestimmungsgleichung fur die Krummung der Amplitudenfunktion

sieht man:

* Amplitude y, und Krummung y" haben entgegengesetztes Vorzeichen.
» Je groBer die Amplitude desto groBer die Krummung.

Diese beiden Aussagen charakterisieren die typische Gestalt einer "sinusartigen"
Kurve. Mit der Relation A =c /f zwischen Wellenlange A, Frequenz f und Phasen-

geschwindigkeit ¢ lasst sich Gl. 4.2.3 wie folgt umschreiben:

y' (X) =-4n2-f2/ c?- Y. (X) (4.2.4)
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Die Geschwindigkeit ¢ der sich zur stehenden Welle uberlagernden laufenden

Wellen wird durch die Massenverteilung ms(x) auf dem Seil und die Spannkraft Fg

des Seils bestimmt. Es gilt (vgl. z.B. Gerthsen 1989, 150 f):
’=F,/ms (4.2.5)
Gl. 4.2.4 wird damit zu:

y'(X) =- An2 - f 2-ms(x)/Fs "y, (x) (4.2.6)

DGL 4.2.6 gilt auch fur nicht sinusformige stehende Seilwellen, und somit auch fur
den Fall inhomogener Massenverteilung. Sie enthalt neben den Eigenfunktionen vy,
auch die Eigenwerte f, des Systems. Die Eigenzustande des Systems sind damit

vollstandig determiniert. AuBerdem ergeben sich Aussagen uber die Krummung.

Da y(x) auf der rechten Seite mit ms(x) und mit 2 multipliziert wird, ist die Krummung

y"(x) im Bereich hoher Massenbelegung und mit zunehmender Frequenz groBer.

Dieses Ergebnis stimmt mit dem Experiment (s. oben) uberein.

In dieser Form lasst sich die DGL einfach auf dem Rechner modellieren.

4.2.2 Die Modellierung stehender Seilwellen mit MODELLUS

Mit MODELLUS lassen sich DGLen numerisch schrittweise losen. Die ohne
Rechner mathematisch aufwendig zu bestimmenden Amplitudenfunktionen
stehender Seilwellen mit inhomogener Massenverteilung kobnnen direkt graphisch
dargestellt werden. Die Modellierung erfolgt in einer der Ublichen Schreibweise
ahnlichen Form. Die wichtigsten Einschrankungen sind:

* Es kdonnen nur DGLen erster Ordnung eingegeben werden. Hohere

Ableitungen mussen in Zwischenschritten vorgenommen werden. (Der
Differentialquotient muss links stehen.)

* Die Zeichen 'und " kbnnen nicht verwendet werden.
* Es kdnnen keine tiefgestellten Indizes eingegeben werden.
* Aus dem Griechischen steht nur das = zur Verfugung.

* Einheiten kbnnen nicht eingegeben werden.

Weitere Informationen zur Arbeit mit MODELLUS werden in Kap. 4.4 gegeben.
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Ein Stufenseil ist relativ einfach zu modellieren (Abb. 4.2.6): Mit Gl. 4.2.6 lassen
sich die Amplitudenfunktionen und Eigenfrequenzen zu den Eigenzustanden des
Seils finden. Die DGL ist in zwei Schritten einzugeben. Die Massendichte ms(x)
wird Uber eine if-Bedingung realisiert. Die noch nicht festgelegten Parameter f und
F¢ fragt das Programm nach Fertigstellung des Modells zusammen mit den Start-
werten fur y und sy automatisch ab. Zuvor mussen noch die laufende Variable x
sowie der Wertebereich fur x (z.B. 0.0 bis 0.6) und die Schrittweite fur das

numerische Verfahren (z.B. 0.003) im entsprechenden Fenster festgelegt werden.

Aus dem Experiment ist klar, dass die gesuchten Funktionen am linken und am
rechten Seilende einen Knoten haben. Die Randbedingungen lauten fur das 0.53
m lange Seil: y(0) = 0 und y(0.53) = 0. Der Anfangswert fur die Steigung sy ist im
Prinzip beliebig # 0 wahlbar. Er beeinflusst das Maximum der Amplitude, aber nicht
den Kurvenverlauf. .d.R. wahlt man zunachst sy(0) = 1. Will man die modellierte
Amplitudenfunktion an das Experiment anpassen, kann man dies mit anderen

Werten fur sy erreichen.

Die Frequenz f muss ausgehend von den experimentellen Werten nun systema-
tisch mit "try and refine" so verandert werden, dass die Bedingung y (0.53) = 0 erfullt
wird. Bei zu groBen Werten schneidet der Funktionsgraph die x-Achse zu fruh, da
ein groBeres f eine groBere Krummung bewirkt, so dass die Kurve fruher wieder zur

x-Achse gefuhrt wird. Bei zu kleinen Werten ist es entsprechend umgekehrt.

Abb. 4.2.6: Stufenseil mit MODELLUS: Modell und Parameter fur die ersten drei Eigenzustande
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Abb. 4.2.7: Stufenseil: Modellierte (links) und experimentell bestimmte (rechts) Amplitudenfunktionen
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Die Eigenwerte in Modell und Experiment stimmen in akzeptabler Naherung

Uberein. Im Experiment treten naturlich die Ublichen Fehlerquellen auf.

4.2.3 Zwei- und dreidimensionale Eigenzustdnde

Ein Tamburin wird mit einem Frequenzgenerator und einem Lautsprecher zu
Eigenschwingungen angeregt. Fixiert man das Tamburin einige cm uber der
(hingelegten) Lautsprecherbox und streut Sand auf die Membran bilden sich bei
bestimmten Frequenzen Muster aus. An Stellen, an denen sich die Sandkorner
sammeln, bewegt sich die Membran nicht. Diese Stellen haben die Form von

Linien oder Kreisen. Es handelt sich um die Knotenlinien der Amplitudenfunktion.
Die Eigenzustande werden mit zwei Zustandszahlen, nyr und N bezeichnet. Alle
Zustande mit gleichem ng zeigen ein ahnliches Knotenlinienbild. Z.B. besitzen alle

Zustande mit ny = 0 radialsymmetrische Knotenlinien; alle Linien verlaufen kreis-
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formig um den Mittelpunkt. Alle Bilder mit ny = 1 zeigen einen Kreis (ganz auBen),

alle mit nr = 2 zwei Kreise, alle mit ny = 3 drei Kreise usw..

Abb. 4.2.8: Eigenzustande des Tamburins: Knotenlbilder von 0 Hz bis 581 Hz

".,l 0 1 2 3
r

2
435 Hz 581 Hz
Eigenfrequenzen und Knotenlinien
3 eines Tamburin

Das Tamburin ist ein zweidimensionales System; es entstehen Knotenlinien. In
einem dreidimensionalen System wie z.B. einer Glaskugel, in der die Luft Uber

einen Lautsprecher zum Schwingen angeregt wird, bilden sich Knotenflachen.

Zur Untersuchung wird ein Draht Uber eine Offnung der Kugel durch ihren
Mittelpunkt gefuhrt. In den (Bewegungs-)Knotenflachen ist die Luft in Ruhe. Wird
der Draht von Strom durchflossen, fangt er an Schnittstellen mit Knotenflachen an
zu gluhen, da die ruhende Luft an diesen Stellen den Draht weniger kuhlt. Auch
hier bilden sich nur bei bestimmten Frequenzen Knotenflachen. Da es sich um
radialsymmetrische Zustande handelt, reicht eine Zustandszahl zur Festlegung aus.
Die Kugelknotenflachen sind radialsymmetrisch um den Kugelmittelpunkt im

Abstand der gluhenden Punkte angeordnet.
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Abb. 4.2.9: Kugelsymmetrische Eigenzustande in der Glaskugel (Fotos der Gluhdrahtsonde):

Zustand n =1:fg=3.1 kHz

nur Knoten an Rand und Mittelpunkt

Zustand n=3: fo =9.9 kHz

2 weitere Kugelknotenflachen

- - Kugelrand
¥ - Kugelrand mit « - mit
-
- Leucht- o Leucht-
dioden . dioden
" )
L
-
)
L
Gliihdraht Gluhdraht
leuchtend leuchtend / leuchtend
dunkel / \
L—
e B ———— — v — - i

4.2.4 Zusammenfassung: Beschreibung von Eigenzustanden

Jedes schwingende Medium (Seil, Tamburin, Luft in Glaskugel) besitzt
bestimmte Eigenfrequenzen fp, bei denen sich stehende Wellen ausbilden. Ist
die Bedingung fur eine stehende Welle erfullt, spricht man von einem
Eigenzustand des Systems. "Zustand" ist hier ein physikalisch definierter Begriff.

Jeder Eigenzustand wird entsprechend seiner Symmetrieeigenschaften durch
eine, zwei oder drei Zustandszahlen bezeichnet. Er ist bereits durch seine
Knotenbilder eindeutig charakterisiert.

Weitere Zustandsinformation ist in der Amplitudenfunktion enthalten: Sie ist die
Einhullende der Wellenbewegung; sie ist zeitlich konstant (keine Bewegung!).

Die vollstandige Beschreibung eines Systems lasst sich durch Angabe von
Zustandszahlen, Eigenfrequenzen und Amplitudenfunktionen (graphisch oder
als mathematische Funktion) darstellen. Bei mehreren Dimensionen wird eine
anschauliche graphische Darstellung naturlich schwieriger.

Tab. 4.2.1: Eigenschaften ein-, zwei- und dreidimensionaler stehender Wellen / Eigenzustande

Stehende Wellen

Eindimensional

Zweidimensional

Dreidimensional

Beispiel Seilwellen Tamburin Schall in Glaskugel

Knotenart Punkte Linien Flachen

Knotensysteme Ein System Zwei Systeme, z.B. Drei Systeme, z.B. Kugelflachen,
Kreise und Geraden Ebenen, Doppelkegel

Zustandszahlen eine, z.B. n zwei, z.B.n,m drei, z.B.n, m, |
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4.3 Abschnitt 3: y-Funktion und Schrédinger-Gleichung

4.3.1 Die Analogie stehende Welle - gebundenes Elektiron

In Kap. 4.2.1 wurde der Begriff des diskreten Eigenzustands an einem klassischen

System (schwingendes Seil) erlautert. Die Ubertragung dieser Beschreibung von

Eigenzustanden des Seils auf Atome liefert folgende Ergebnisse:

Elektronen sind im Atom in stationaren Eigenzustanden gebunden; diese lassen
sich wie die Eigenzustande stehender Wellen mit Zustandszahlen durch-
nummerieren. In der Quantenphysik spricht man von Quantenzahlen.

Jeder dieser Eigenzustande ist durch einen Eigenwert charakterisiert, bei
stehenden Wellen durch die Frequenz f, beim gebundenen Elektron durch die
Gesamtenergie E des Elektrons.

Es gibt eine DGL zur Beschreibung von gebundenen Elektronen, die eine
ahnliche Struktur besitzt, wie die DGL stehender Wellen: Die zweite Ableitung
einer Amplitudenfunktion wird mit der Amplitudenfunktion selbst verknupft. In der
Quantenphysik wird diese Funktion mit dem Buchstaben v (Psi) bezeichnet, Die
DGL heiBt Schrodinger-Gleichung (SGL).

Die y-Funktion ist ebenfalls raumlich und zeitlich konstant.

Einige sehr wichtige Unterschiede seien an dieser Stelle schon festgehalten:

Die -Funktion selbst ist nicht direkt beobachtbar oder messbar. Lediglich das
reelle Betragsquadrat hpI2 der i.a. komplexen Zustandsfunktionen kann mit
Messergebnissen dargestellt werden.

Die y-Funktion darf nicht als Einhullende einer Bewegung im Atom interpretiert
werden. Da lediglich Ilpl2 beobachtbar ist, kann man stationaren Zustanden in
Atomen keine Schwingung oder Wellenbewegung zuordnen, auch wenn (r)
haufig als Wellenfunktion bezeichnet wird! Die Zustandsfunktion (r) ist die
Amplitudenfunktion einer zeitabhangigen Zustandsfunktion W¥(r,t). Die Zeit-
abhangigkeit ist jedoch komplex (e'i(”t). Bei der Berechnung von I\I!(r,t)l2 ergibt
sich: e™%e™™ = 1, d.h. y(r)® = IW(r,1)°. Die Frage der Zeitabhangigkeit spielt
also fur die Interpretation von ¢y und den Ausgang von Messungen keine Rolle.
Da es keine Elektronenbewegung gibt, sind stationare Zustande strahlungsfrei.

Es gibt im Atom keinen materiellen "Rand", der die Randbedingungen fur das
Elektron bzw. die Amplitudenfunktion definiert. Das Elektron wird durch ein
"Kraftfeld", das Coulomb-Potential, das im Unendlichen asymptotisch gegen Null
strebt, "eingesperrt". Entsprechend kann man fordern, dass die y-Funktion eines
stationaren Zustands "irgendwann" asymptotisch gegen Null strebt.
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* Atome sind dreidimensionale Gebilde, entsprechend hat Schrodinger eine
dreidimensionale Gleichung formuliert. Im Folgenden wird eine eindimensional
vereinfachte Gleichung eingefuhrt. Dadurch wird die Modellierung auf die
radialsymmetrischen, sogenannten s-Zustande beschrankt.

Tab. 4.3.1: Die Analogie stehende Welle - gebundenes Elektron

EIGENZUSTAND n

Stehende Seilwelle Stationdres Elektron

Frequenz fp Energie Enp

Amplitude yn(x) Amplitude yn(r)

Eindimensional: Knotenpunkte Dreidimensional: Knotenflachen
Randbedingung: Knoten Randbedingung: p=>0
Materieller Rand Begrenzendes Potential (Kraftfeld)
Inhomogene Massenverteilung ms(x) Radiusabhangiges Potential V(r)

Y “(X) ~—-fn2 mX) yne) v, (1) ~ - (E, - V() wn(r)

y_ : Einhullende der Seilbewegung Yn: Keine Bewegung im Zustand
Y, Direkt beobachtbar Nur |¥, | interpretier- und messbar

Die Eigenzustande y(r) der Gesamtenergie E sind, wie unter 4.1.2 dargestellt,

keine Eigenzustande des Ortes, des Impulses oder der kinetischen Energie. Jede
entsprechende Messung wirde den Energieeigenzustand vernichten. (Lediglich
eine Komponente des Drehimpulses und das Gesamtdrehimpulsquadrat kbnnen

gleichzeitig mit der Gesamtenergie uneingeschrankt bestimmt werden.)

4.3.2 Die Entwicklung der Schrédinger-Gleichung

Im Folgenden wird die SGL mit den Schulern bekannten Formeln aus Mechanik,
Wellenlehre und Quantenphysik entwickelt, wobei es sich eher um ein ziel-
gerichtetes Probieren handelt, das - vergleichbar den ad-hoc-Postulaten des

Bohrschen Atommodells - durch seinen Erfolg legitimiert ist.

Eine ahnliche Darstellung findet sich z.B. bei Kuhn (1990, 428). Grundsatzlich kann
man die SGL auch wie Schrbodinger aus Prinzipien der Hamiltonschen Mechanik
als wellenmechanische Gleichung ableiten und sie dann quantenmechanisch
reinterpretieren (s. z.B. Fick 1979, 54 ff und 92).
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Abb. 4.3.1: Zur Entwicklung der SGL benutzte Beziehungen und Deutungen

* klassische Mechanik: Ekin=1Lm'v2 ; p=mv ; E=Ekjn+ Epot
1
* stehende Wellen: y')=-k2y(x) bzw. y'(r)=- 4n2-ﬁ-y(r)
_ 1 9,4,
* elektrisches Feld: F()=——5— ; V(r) =ch (ndr
4.7'[80 r
* Quantenphysik: A=h/p

* Quantenphysikalische Gleichungen wie A= h /p oder die SGL erkennt man an der Planckschen
Konstante h. Die Konstante h verknupft GroBen des klassischen Teilchenbilds mit klassischen
WellengroBen. Gleichungen wie die SGL oder die de Broglie-Beziehung kbdnnen als
Ubersetzungsgleichungen vom Teilchen- ins Wellenbild gedeutet werden.

® Das Potential V(r) wird als "Kraftfeld" um den Atomkern, das auf das Elektron wirkt, gedeutet. Es
wird anstelle von Epot im Energiesatz verwendet.

Ausgangspunkt ist die DGL stehender Seilwellen

y"(x) = - k2 y(x) (4.2.3)

die sich auch umschreiben lasst als
n 2 1
y'(X) = - 4 -?-y(x) (4.3.1)

Aufgrund der oben dargestellten Analogie wird fur die y-Funktionen eine GI. 4.2.6
ahnliche DGL erwartet. Gl. 4.3.1 ist eindimensional, das Atom ist aber
dreidimensional. Die gesuchte SGL zur Berechnung der y-Funktionen gilt daher

nur fur radialsymmetrische Zustande, die allein Funktionen des Atomradius r sind.

Aus der Quantenphysik des freien Elektrons ist die de Broglie-Beziehung bekannt:
A= hl/p (4.3.2)

Durch Kombination von Gl. 4.3.2 mit Gl. 4.3.1 erhalt man fur freie Elektronen eine
quantenphysikalische DGL, in der die Plancksche Konstante h auftaucht:

2
¥ "(r) = - 4n2-‘Z—2- v (1) (4.3.3)

Zu einer Gleichung mit der Energie als Parameter gelangt man, indem man die

klassischen Beziehung
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Ekin = 1/om v2=p2/ 5, (4.3.4)

nutzt. Man erhalt die SGL fur ein freies Elektron:
n 2 m
Y "(r) =-8m 2 Ekin-y(r) (4.3.5)

Ekin entspricht in diesem Fall der Gesamtenergie des Elektrons.

Im Atom wird das Elektron zusatzlich durch das Coulomb-Potential V(r) des Kerns
gebunden. Im klassischen Teilchenbild wiurde man von einer potentiellen Energie
Epot(r) des Elektrons bzgl. des Atomkerns sprechen. In der Quantenphysik spricht
man von einem Potential V(r), das als auf das Elektron wirkendes "Kraftfeld"
gedeutet wird. Durch diese Deutung, die die Koordinate r nicht als Ort des Elektrons
interpretiert, werden u.a. die starken partikelmechanischen Assoziationen des
Begriffes potentielle Energie vermieden (vgl. Kap. 5.2). Trotzdem gilt der Energie-

erhaltungssatz fur die Gesamtenergie E des Elektrons entsprechend in der Form
E = Ekin + V(r) (4.3.6)

Durch Einsetzen von Gl. 4.3.6 in Gl. 4.3.5 erhalt man die gesuchte DGL,

die eindimensionale, stationare SGL als Grundgleichung der Atomphysik

v "(r) = - 8n2-hﬂ2- (E - V()w(r) (4.3.7)

Ist die Energie der Eigenwert Ep eines Eigenzustandes n, so beschreibt die SGL

die Eigenfunktion yn dieses Zustands. Die SGL lautet dann:

W' =- Sﬂz'hﬂz'(En - V(D) yn() (4.3.8)

Das radialsymmetrische Potential V(r) ist naturlich unabhangig vom Zustand n.

In der Atomphysik ist es zweckmaBig, den Nullpunkt des Potentials ins
"Unendliche" zu legen: Das Potential V(r) entspricht z.B. fur das H-Atom der Arbeit,
die erforderlich ist, um eine Ladung -e aus dem "Unendlichen" auf den Radius r an

die Ladung +e heranzufuhren. Dabei wird die (positive) Energie frei, die
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aufgewandt werden muss, um das Atom umgekehrt zu ionisieren. Die Bindungs-

energie E des Elektrons tragt also ebenfalls ein negatives Vorzeichen.

V(r) errechnet sich aus der Coulomb-Kraft F, zwischen Elektron und Proton zu:

' "1 (ce)e 1 e
'Y ! = — . ) . 1 _ _e
V(r)=—fFC(r) dr' = f4mo ¥ dr' = P (4.3.9)
[0.0] [00]

Da gegen die positive r-Richtung integriert wird, steht vor dem Integral ein Minus.

Die eindimensionale, stationare SGL des H-Atoms lautet:
2

-e?) (P (4.3.10)

m
"(r) = - 812 — -
Yn'() =+ 822 3 En+ o

4.3.3 Die Diskussion der Schrédinger-Gleichung

Entsprechend den Amplitudenfunktionen stehender Seilwellen sind die radialsym-
metrischen, nur von r abhangigen Losungen der stationaren SGL reelle
Funktionen. (Bei nicht radialsymmetrischen Zustanden treten komplexe Winkel-
abhangigkeiten auf. Reelle Losungen erhalt man durch geeignete Superposition.)

Ein anschauliches mathematisches Verstandnis der SGL gewinnt man Uber die

Interpretation von ¢ als Krummung von 1. Die zentrale Rolle spielt der Term (E -

V(r)) (vgl. Abb. 4.3.3). Man erkennt aus Gl. 4.3.8:

E-V(r)>0

e Das 1/r- Verhalten eines Coulomb-Potentials V(r) ergibt wegen der
Nullpunktsfestlegung im Unendlichen fur kleine r sehr negative, d.h. sehr kleine
Werte. Die Bindungsenergie En muss groBer (weniger negativ) sein, dann ist die

Differenz positiv. Krummung " und vy haben in diesem Bereich folglich
entgegengesetztes Vorzeichen. Die Funktion krummt sich zur r-Achse hin.
Dadurch ergibt sich das "sinusartige" Verhalten von y in diesem Bereich.

e Fur ¢ = 0 ist die Krummung 0. Da vy beim Nulldurchgang das Vorzeichen

wechselt, wechselt auch vy " das Vorzeichen. Die Knoten von 1 sind also
Wendepunkte.

* In den Maxima von vy ist die Krummung (innerhalb eines Bauches) am groBten.

32




H.Niedderer & J. Petri:  Mit der Schrodinger-Gleichung vom H-Atom zum Festkdrper  Universitat Bremen 2000

* Mit wachsendem Energieeigenwert (hdbheren Zustanden) wachst - uber den
gesamten Verlauf betrachtet - die Krummung, genauer gesagt die mittlere oder

"globale" Krummung von . Die Knotenabstande werden - verglichen mit den
entsprechenden Bereichen tieferer Zustande - kleiner. Die Zahl der Knoten
wachst in hdheren Zustanden.

* Mit wachsende Potential V(r), d.h. zunehmender Entfernung vom Kern nimmt (E -
V(r)) und damit die "lokale" Krummung einer jeden y-Funktion kontinuierlich ab.
Die Knotenabstande innerhalb der Funktion werden groBer, die Bauche werden
entsprechend unsymmetrisch. Der Einfluss von y(r) auf die Krummung verstarkt

die Asymmetrie , bzgl. der Knotenabstande verschwindet dieser Einfluss im
Mittel naherungsweise.

« E-VD=0

* Die Krummung von vy ist 0. Da sie wegen des stetig wachsenden r hier das
Vorzeichen wechselt, ist dieser Punkt ebenfalls Wendepunkt, und zwar der letzte
Wendepunkt. Denn es folgt fur

. E-V(r<O
* Krummung ¢ " und ¢ haben gleiches Vorzeichen. Die Funktion krummt sich von

der r-Achse weg. Das "sinusartige" Verhalten von vy geht in ein exponentielles
Verhalten uUber. Bei einem Eigenzustand muss sich die Funktion asymptotisch
der r-Achse nahern.

Aus den aufgelisteten Uberlegungen lasst sich der qualitative Verlauf der -

Funktion schon in wesentlichen Punkten konstruieren. Der Computer vollzieht bei
der numerischen Losung der SGL eine ahnliche Analyse. Die Arbeitsweise das

Rechners kann auf diese Weise verstandlich gemacht werden.

Die physikalische Bedeutung des Punktes E - V(r) = 0 wird in Kap. 4.4.5 geklart.

Abb. 4.3.2: y(r) konstruiert aus der SGL uber die Krummung

A O
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Abb. 4.3.3: Zum Einfluss der Krummung auf den Verlauf der y-Funktion

(En - V(1)) 7 letzter Wendepunkt
Psi (n=3) /
0.00 /\ K /:
(En -V() =0
A \
\ . Kriimmung von der Achse weg
Kriimmung zur Achse hin
0.00 0.410 f).éO 1.I20 1.60I
Radius in nm

4.3.4 Die Interpretation der y-Funktion

. Interpretation | : Lokalisationswahrscheinlichkeitsdichte

P(r) bezeichnet eine Verteilungsfunktion. Ublicherweise wird I1p|2 gemalB der

Bornschen Deutung als Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung interpretiert, wobei
i.d.R. auch im Atom von einer Aufenthalts- oder Antreffwahrscheinlichkeit des
Elektrons gesprochen wird. Beide Begriffe sind jedoch irrefuhrend, da sie
suggerieren, dass sich das Elektron als verglichen mit dem Atomradius winziges
"Kugelchen" im Atom befindet bzw. bewegt (vgl. Kap. 5.2). Man findet diese Begriffe
auch in neuen Schulblchern, die auf jede explizite Veranschaulichung von

Elektronenbewegung durch "Punkte auf Bahnen" verzichten.

"Das Quadrat der Zustandsfunktion gibt Auskunft Uber die Antreffwahrscheinlichkeit
eines Elektrons in diesem kleinen Bereich. Werden die Beobachtungen oft wiederholt, so
findet man, dass das Elektron am haufigsten in den Bereichen anzutreffen ist, die als Maxima

der moglichen wz erscheinen. (...) Uber den tatsachlichen Ort eines Elektrons zu einem
bestimmten Zeitpunkt kann jedoch keine Aussage gemacht werden." (Bayer et. al. 1997, 221)

Nach 4.1.2 kann jedoch nicht behauptet werden, dass ein Elektron sich in einem

stationaren Energieeigenzustand etwa an einem Ort im Sinne der in Abb. 4.3.4a

dargestellten Punkte befindet; auch dann nicht, wenn fur ¢ eine Darstellung als
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Funktion des Ortes gewahlt wird. Um das Elektron genauer zu lokalisieren, musste
man es z.B. mit einem Photon geeigneter Energie zur Wechselwirkung bringen,
wodurch es in einen geanderten Zustand mit geringerer raumlicher Ausdehnung
"gezwungen" wurde. Verteilungen wie in Abb. 4.3.4a konnten lediglich aus den
Ergebnissen vieler einzelner solcher Streuversuche an den Atomhullen vieler

Atome zur Uberprufung der theoretisch berechneten Kurven konstruiert werden.

Abb. 4.3.4: Veranschaulichung von a) Lokalisationsahrscheinlichkeits- und b) Ladungs-
dichteverteilung des Elektrons im Grundzustand des H-Atoms

a) b)

Jeder Bildpunkt stellt eine Lokalisation des Das Elektron nimmt den ganzen durch den
Elektrons dar. Messungen an Vvielen Zustand n = 1 beschriebenen Raum ein.
Atomen ergeben ein Bild, dessen Punkt- Die zweidimensionale Veranschaulichung
dichte proportional hy® ist und die Wahr- zeigt die nach auBen exponentiell
scheinlichkeit veranschaulicht, das Elektron abnehmende Ladungsdichte.

im jeweiligen Volumenelement AV lokali- e'hplz‘AV gibt den Teil der Ladung des
sieren zu konnen. Elektrons im Volumen AV an. Dabei handelt
Die Punktdichte nimmt nach auBlen es sich nur um eine RechengroBe. Bei
exponentiell ab. Ladungsmessungen  wird immer die

gesamte Elementarladung gemessen.

Angemessener ist es hyl® als Lokalisationswahrscheinlichkeitsdichte zu bezeich-
nen: Der Begriff Lokalisation bringt den Bezug zum Messprozess deutlicher zum
Ausdruck. lezAV gibt dann die Wahrscheinlichkeit an, dass das Elektron - bei einer

entsprechenden, das Atom i.d.R. zerstérenden Messung - in einen Zustand uber-
geht, bei dem es im Volumen AV lokalisiert ist. Man kann auch von einer
Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte sprechen. In der Praxis ist es sehr schwierig

mit Experimenten an einzelnen Atomen reproduzierbare Ergebnisse zu erhalten.
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. Interpretation Il : Ladungsdichte

Interessiert man sich primar fur die ungestorten stationaren Zustande in Atomen
oder chemische Bindungen, ist eine Interpretation, in der das Elektron als gemal

seiner Zustandsfunktion kontinuierlich verteilt beschrieben wird, sinnvoller. In der
Bremer Konzeption zur Atomphysik wird daher eine Interpretation von elyl® als

Ladungsdichteverteilung des Elektrons um den Atomkern bevorzugt.

Die kontinuierliche Verteilung der Elektronen gemaB Iyl® in der Atomhillle ist ein auf

entsprechende Anwendungsbereiche zugeschnittenes pragmatisches Rechen- und
Veranschaulichungsmodell. Verglichen mit einem Planetenmodell und mit der
Bornschen Deutung ist es fur viele Belange von der Atomphysik bis zur Chemie
zweckmaBiger und fruchtbarer. Elektronendichteverteilungen in Molekul- und

Festkdrperverbanden kann man auch experimentell gut ermitteln (s. Kap. 4.4.6).

Es wird hier nicht behauptet, Elektronen seien tatsachlich (keine kleinen
Kugelchen, sondern) "verschmierte Ladungen" oder gemaB Schrodingers ur-
sprunglicher Uberzeugung laufende bzw. stehende Materiewellen. Vielmehr kann
gerade in der Atom- und Quantenphysik deutlich werden, dass (anschauliche)

Modelle immer bloB Analogien mit begrenztem Gultigkeitsbereich sind.

Eine kontinuierliche Ladungsdichteverteilung kann auch mit dem Begriff "Ladungs-
wolke" veranschaulicht werden. Dieser Begriff ist insofern missverstandlich, da man
sich unter einer Ladungswolke ebenso wie unter einer Elektronenwolke auch einen
der Bornschen Deutung gemaB Abb. 4.3.4a naher stehenden "Muckenschwarm

von Elektronen" oder ein "Knauel von Elektronenbahnen" vorstellen kann.

In Lehrbluchern der Chemie werden die genannten Begriffe und Modelle oft nicht in

dem oben dargestellten Sinn voneinander abgegrenzt.

"... Heisenberg erkannte aber 1927, daB es unmbglich ist, Bahnen der Elektronen
anzugeben. Man kann nur den Raum bestimmen (...), in dem sich ein Elekiron am haufigsten
aufhalt. Ein solcher Aufenthaltsraum laBt sich am besten mit einer "Wolke" verglichen, da er -
wie eine wirkliche Wolke - nach auBen nicht scharf abgegrenzt ist. Dort, wo sich das Elektron
am haufigsten aufhalt, ist ihre Dichte am groBten. Man spricht darum sehr treffend von
"Elektronenwolken" und meint damit den Raum, in dem sich ein bestimmtes Elektron
bewegen kann." (Christen 1986, 42)
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Fur die Sek | gibt es vergleichbare Beispiele (mit entsprechenden Abbildungen)
Man muss damit rechnen, dass Schuler der 13. Klasse ein ebenso unscharfes

Spektrum von Vorstellungen und Begriffen in die Atomphysik mitbringen:

"Obwonhl Elektron und Atomkern sich also aufgrund ihrer gegensatzlichen Ladung anziehen,
fallt das Elektron nicht auf den Kern. Es bewegt sich namlich mit sehr hoher Geschwindigkeit
im Raum um den Kern, der Elektronenhille. Das Elekiron kann Uberall in der Hulle angetroffen
werden. Konnte man Momentaufnahmen des Atoms machen, befande sich das Elektron zu
jedem Zeitpunkt an einer anderen Stelle. Je dichter die Punkte erscheinen, desto haufiger ist
das Elektron in diesem Bereich zu finden. Die negative Ladung ist also Uber den gesamten
Raumbereich verteilt. Man spricht von einer Elektronenwolke." (Bauerle et. al. 1988, 117)

Die vorausgegangene Argumentation deckt sich weitgehend mit der von Herrmann
& Laukemann (1994, 262 f). Auf die Einfuhrung des von Herrmann & Laukemann

aufgegriffenen Begriffs Elektronium wird hier aber verzichtet.

Zur Interpretation von hyl® bzw. ehpl® werden im Folgenden ausschlieBlich die

Begriffe Lokalisationswahrscheinlichkeits- bzw. Ladungsdichteverteilung im oben
beschriebenen Sinn konsequent verwendet. Die Verbindung der beiden
diskutierten Interpretationen kann man z.B. mit folgendem Bild veranschaulichen:
"Im stationaren Zustand eines Atoms stelle ich mir das Elektron wie einen Luftballon
vor. Steche ich in den Luftballon - lokalisiere ich das Elektron - so zieht er sich auf

einen Punkt zusammen."

Bei Veranschaulichungen von lyl*-Funktionen wie in Abb. 4.3.4 ist zu beachten,

dass man sich auf raumliche Dichteverteilungen bezieht (s. Kap. 4.4.5).

Die raumliche Veranschaulichung der IwIZ-Funktionen erfolgt Ublicherweise auch

uber den Orbitalbegriff. Radiale Dichteverteilungen suggerieren eine raumlich-
anschauliche Schalenstruktur der Atomhulle. Sowohl das Orbital als auch die
Schale sind begrifflich problematisch. Der Begriff Orbital ist es per se, da er vom
Orbit, also der Umlaufbahn abgeleitet ist. Die Schalenstruktur der Atomhulle kann
mit den Bohrschen Bahnen des H-Atoms verwechselt oder vermischt werden. Aus
radialen Dichteverteilungen konnen falsche raumliche Vorstellungen entwickelt
werden (vgl. Kap. 4.4.7 bzw. 5.2).
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4.4 Abschnitt 4: Einelektronensysteme |

Die bereits am Beispiel des H-Atoms entwickelte eindimensionale, stationare SGL

2

m I e
Yn"(r) = - 8m2- h—2 (En + 47eg T) - n(r) (4.3.10)

kann mit Hilfe geeigneter Software modelliert und numerisch gelost werden. Im
Folgenden wird die von Vitor Duarte Teodoro in Lissabon entwickelte Software
MODELLUS verwendet.

4.4.1 MaBeinheiten

Um Zeit und Aufwand beim Modellieren zu sparen ist es sinnvoll, die konstanten
Faktoren in Gl. 4.3.10 in die in der Atomphysik gebrauchlichen Einheiten

Elektronenvolt (eV) und Nanometer (hm) umzurechnen und explizit zu berechnen.

In SI-Einheiten haben die in Gl. 4.3.12 auftretenden Konstanten folgende Werte:

* Elektronenmasse: m =9.109 e-31 kg
* Wirkungsquantum: h = 6.626 e-34 Js
* Elementarladung: e =1.602 e-19 As
* Influenzkonstante: g, = 8.854 e-12 As V'm™

Fur die Umrechnung in eV und nm gilt:

e 1m=1e+09 nm
e 1J=6241e+18eV bzw. 1eV=1.602e-19J

Fur den Faktor 8x°m / h? ergibt die Umrechnung von J'm®in eV nm? gerundet den

Wert 26.25 eV nm®. Fur e?/ 4ne, ergeben sich 1.44 eV nm. Die SGL lautet dann:

W n'() = - 26.25 eV nm2(En + 1.44 eV nm - L) -y n(n) (4.4.1)

r

Wie die folgenden Uberlegungen zeigen, hat v selbst die Einheit nm™? bzw. m™*:
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4.4.2 Ein- und dreidimensionale y-Funktionen

Betrachtet man eine dreidimensionale SGL so ergeben sich -Funktionen, die in

spharischen Koordinaten zusatzlich von den Winkeln 6 und ¢ abhangen. Es gilt:

y(r,0,9) = R(r) Y(6,9) (4.4.2)
wobei Y(0,p) fur die winkelabhangigen Anteile steht (s. z.B. Mayer-Kuckuk 1980,

59, ff). Zwischen dem Radialteil R(r) und den eindimensionalen Lbdsungen (r)

besteht der Zusammenhang:
Y () =rR(r) (4.4.3)

Fur die Wahrscheinlichkeitsdichte P,, , das Elektron in einem Volumenelement

drd0dg zu lokalisieren gilt, wenn die Funktionen R und Y auf 1 normiert sind:
P, drd8dg = IR(r)Y(6,9)I° drdodep (4.4.4)

Fur die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte P,, das Elektron in einer Kugelschale der

Dicke dr zu finden erhalt man nach Integration Uber die Winkel:

P.dr = IR(r)° r’dr (4.4.5)
Nach Gl. 4.4.3 gilt ebenfalls:

P dr= vy (r)° dr (4.4.6)

Aus diesen Uberlegungen erkennt man:

* Die aus der eindimensionalen SGL und die aus der dreidimensionalen SGL
berechneten radialen Dichtverteilungen P, stimmen Uberein.

* Die raumlichen Verteilungsfunktionen R(r) ergeben sich aus den ein-
dimensionalen Verteilungsfunktionen v (r) nach Division durch r.

* Eine raumliche Veranschaulichung von Atomen muss auf IR(r)Y(B,cp)I2 basieren.

Bei radialsymmetrischen Zustanden ist die Basis IR(r)I* bzw. |y (r)[*/ r*.

12 -1/2

also nm™ bzw. m™?,
-3/2

, also nm™>? bzw. m*72,

* Eindimensionale y-Funktionen haben die Einheit von P,
die Funktionen (r,0,¢) haben die Dimension von P\,”2
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4.4.3 Die Software MODELLUS

MODELLUS ist eine Software, die mathematische Modelle mit einem numerischen
Verfahren (Runge-Kutta 4) schrittweise berechnet. Unter der www-Adresse der
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia, Universidade Nova de Lisboa, findet man

u.a. folgende Informationen (Stand 07/2000):

1. Modellus enables students and teachers (high school and college) to use mathematics to create or
explore models interactively.

2. Creating and exploring mathematical models is a fundamental task in many sciences. Modellus can
help students experience minds-on learning while creating, simulating, and analyzing mathematical
models interactively on the computer.

3. To set up a model, you just need to enter conventional mathematical equations and expressions
(functions, differential equations and iterations). No programming language or special commands,
either visual or written, are needed.

4. Constructing an animation of a the model is just as easy: choose objects, like images or vectors,
and assign properties, like position or size. With an easy-to-use Windows user interface, graphs
and tables are also just a mouse-click away.

5. Modellus can be used as an exploratory (the user explores models made by others) or as an
authoring environment. Furthermore, models or any other window can be hidden and/ or
protected.

6. Modellus comes with pre-constructed interactive exemples that illustrate many scientific concepts.
There are also many others available on this website or from curriculum projects.

)
. Modellus was created by Vitor Duarte Teodoro, with the colaboration of Joao Paulo Duque Vieira
and Filipe Costa Clérigo. It was programmed by Joao Paulo Duque Vieira and Filipe Costa Clérigo.

o

Mittlerweile gibt es von MODELLUS die Version 2.0. Die Neuerungen sind fur die
Modellierung der SGL nicht wichtig, Version 1.0, die unter der Adresse,

http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus kostenlos heruntergeladen werden kann,
reicht vollig aus. Die ohne Rechner mathematisch aufwendig zu bestimmenden -

Funktionen der eindimensionalen SGL kdnnen direkt graphisch dargestellt werden.
Die Modellierung erfolgt in einer der ublichen Schreibweise ahnlichen Form. Die
wichtigsten Einschrankungen sind:

* Es kbnnen nur DGLen erster Ordnung eingegeben werden. Hbohere Ableitungen

mussen in Zwischenschritten vorgenommen werden. Der Differentialquotient
muss links stehen.

* Die Zeichen 'und " kbnnen nicht verwendet werden.
* Es kdnnen keine tiefgestellten Indizes eingegeben werden.
* Aus dem Griechischen steht nur das =t zur Verfugung.

* Einheiten kbnnen nicht eingegeben werden.
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Die Handhabung der Software ist relativ einfach, ein englischsprachiges Handbuch

steht im Netz zur Verfugung. Einige ihrer Eigenschaften seien kurz aufgefuhrt:

Das Fenster zur Eingabe der Modellgleichungen, das control-panel fur die
Berechnungen sowie das Eingabefenster fur Parameterwerte und Start-
bedingungen 6ffnen sich beim Start automatisch.

Bis zu je drei Fenster fur Graphen und Tabellen erzeugt man Uber die
Menuleiste. Fenster kbnnen verschoben und in ihrer GroBe verandert werden.

In Graphen und Tabellen kann man mehrere Parameter gleichzeitig darstellen.
Die Skalenbereiche kbnnen manuell festgelegt oder mit "adjust " laufend oder
abschlieBend optimal angepasst werden. Zusatzlich gibt es fur die Graphen eine
Lupenfunktion.

Es kbdnnen bis zu funf Modellierungen mit verschiedenen Parametern
gleichzeitig durchgefuhrt werden. Bei umfangreichen Modellen reduziert sich
diese Zahl.

Das control-panel ist wie bei einem Video- oder Casettenrecorder aufgebaut und
zu handhaben.

Der button "options" im control-panel 6ffnet das Eingabefenster fur die laufende
Variable, den Wertebereich der Berechnung und die Schrittweite des
Iterationsverfahrens.

Fur Quadratwurzeln, Exponenten und e-Funktionen gibt es spezielle Buttons.
Weitere verfugbare Funktionen und die Gestaltung von if-Bedingungen sind im
Handbuch erlautert.

Mit der Taste "/" wird ein waagrechter Bruchstrich erzeugt.
Integrale werden in differentieller Form berechnet.

Fehlende Rechenzeichen etc. reklamiert MODELLUS durch an entsprechender
Stelle auftauchende Fragezeichen.

Hat man das mathematische Modell komplett eingegeben, ist der Button
"interpret" anzuklicken. Ist das Modell syntaktisch korrekt, tragt die Software
automatisch die noch zu spezifizierenden Parameter und Startwerte ins
Eingabefenster ein.

Eine Fehlermeldung erhalt man ggfls., wenn man die voreingestellte laufende
Variable t nicht durch die im Modell enthaltene laufende Variable ersetzt hat.

Hinsichtlich der SGL ist insbesondere zu beachten:

Die laufende Variable t muss durch r ersetzt werden.

Beim Coulomb-Potential darf keine Division durch 0 auftreten. Die Berechnung
der Eigenfunktionen darf nicht bei r = 0 nm beginnen.

Startwert der Berechnung, Modellierungsbereich, Schrittweite und Startbe-
dingungen sind fallbezogen jeweils geeignet zu wahlen.
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4.4.4 Die Modellierung der SGL des H-Atoms mit MODELLUS
Abb. 4.4.1 veranschaulicht einige der genannten Eigenschaften von MODELLUS.

Rechts in Mitte ist das control-panel abgebildet. Neben den Steuertasten und dem
options-button werden auch der Stand der Iteration der laufenden Variable (hier r,

zuruckgesetzt auf den Startwert) und die Grenzwerte der Modellierung angezeigt.

Abb. 4.4.1: Modellierung der SGL fur das H-Atom mit MODELLUS (mit Teilergebnissen)
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Im Optionsfenster (Abb. 4.4.2a) sind zusatzlich u.a. die eingestellte Schrittweite, die

in Tabellen ausgegebenen Dezimalstellen und die Zehnerpotenz, ab der zu einer

Exponentialdarstellung Ubergegangen wird, zu erkennen.

Abb. 4.4.2 a: Optionsfenster

Options
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Abb. 4.4.2b zeigt "die Hauptsache", das mathematische Modell des H-Atoms:

* In den ersten beiden Zeilen ist die SGL in der Form von Gl. 4.4.1 wieder-
zuerkennen. Wegen oben genannter Softwareeigenschaften musste u.a. die

erste Ableitung 1'(r) als Zwischenvariable spsi (Steigung psi) eingefuhrt werden.

e |In der dritten Zeile wird die

radiale Dichteverteilung P, berechnet. Die

zustandsabhangige Normierungskonstante ¢, wird in der funften Zeile als cnorm
=f1p2dr berechnet.

* In der vierten Zeile wird mit psiV die Funktion R(r), die fur radialsymmetrische
(winkelunabhangige) Zustande mit der entsprechenden dreidimensionalen -
Funktion Ubereinstimmt, nach Gl. 4.4.3 ermittelt. (Auf die Berechnung von R?
wurde hier verzichtet.)
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. Randbedingungen und Auffinden der Eigenzustande

Abb. 4.4.3 enthalt bereits einen Teil Ergebnisse, namlich die Energieeigenwerte En
der ersten 4 s-Zustande des H-Atoms und die zum entsprechenden Zustand
gehodrenden Normierungskonstanten. Bevor erlautert wird, wie man diese
Ergebnisse erhalt, zunachst einige Anmerkungen zu den Anfangsbedingungen:

* psi = 0: Fur das eindimensionale Problem muss man aufgrund des gegen -o
strebenden Potentials und der gegebenen Radienverhaltnisse von Kern und

Hulle davon ausgehen, dass die radiale(!) Dichteverteilung und damit vy in
Kernnahe (1e-4 bis 1e-6 nm) einen Knoten haben.

* spsi =1: Als Anfangswert fur die Steigung kann jeder Wert # 0 gewahlt werden,
da spsi nur den MaBstab der y-Achse und damit die Normierungskonstante
beeinflusst, nicht aber die Gestalt der y-Funktionen, die Radien oder die
Eigenwerte.

* cnorm = 0: Wenn y bei O startet, gilt dies auch fur die Normierungskonstante.

Abb. 4.4.3: Energieeigenwerte, Normierungskonstanten und Anfangsbedingungen

Initial Conditions

Parameters

[case1 |case2 case3 | cased |

-3.4014 -1.5117 -0.8503
3.824e-05 |0.0003058 ([0.001032  [0.002447

Initial values

[case1 |case2 case3 | cased |

0 0 0 0

Die Energieeigenwerte, die zugehorigen Zustandsfunktionen sowie die Normier-

ungskonstanten hat man gefunden, wenn die zweite Randbedingung erfullt ist, d.h.
sich die y-Funktion ab einem bestimmten Radius asymptotisch der r-Achse nahert.

Dazu muss die Energie systematisch variiert werden. Wegen der begrenzten
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Genauigkeit des numerischen Verfahrens bleibt das Anschmiegverhalten der -

Funktionen aber auf einen bestimmten Radiusbereich begrenzt.

. Energieeigenwerte E,

Zunachst muss man naturlich die GroBenordnung der Energieeigenwerte des H-
Atoms sowie seinen Radius ungefahr kennen. Sucht man den Grundzustand des
H-Atoms, eine Funktion ohne Knoten (abgesehen von den Randbedingungen),
zwischen -13 eV und - 14 eV und im Bereich unter 1 nm, erhalt man beim ersten

Versuch prinzipiell eines der in Abb. 4.4.4 dargestellten Resultate.

In Abb. 4.4.4a wurde ein zu hoher Energiewert E eingegeben, z.B. -13.4 eV. Die
"globale (mittlere) Krummung" der Funktion, die mit wachsendem E wachst (s. Kap.
4.3.3), ist zu groB, der Funktionsgraph schneidet die r-Achse und krummt sich von
ihr weg. In Abb. 4.4.4b wurde ein zu kleiner Wert eingegeben, z.B. -13.8 eV. Die
"globale Krummung" ist zu klein, der Funktionsgraph krummt sich ebenfalls von der

r-Achse weg, er erreicht sie in diesem Fall nicht.

Abb. 4.4.4: Auf der Suche nach dem Grundzustands des H-Atoms (altere STELLA-Diagramme).
a: zu hohe Energie (zu hohe Krummung) b: zu geringe Energie (zu geringe Krummung)

0.03+ 0.03- /

i == 2 22 \ 0.004—2 2 2 o

T T T T T T
a 0.00 0.10 0.20 0.30 b .00e-04 0.10 0.20 0.30

Der Uber die SGL eindeutig festgelegte Zusammenhang zwischen Energie und
"globaler Krummung" (je groBer - weniger negativ - E ist, desto groBer die
Krummung) zeigt sich bei "falschen" Energiewerten anschaulich sehr deutlich.

Damit steht eine einfache Suchstrategie fur die Eigenzustande zur Verfugung.
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Abb. 4.4.4b verdeutlicht auch, dass es unterhalb von -13.8 eV keinen Eigenzustand
mehr geben kann. Der Funktionsgraph wurde sich immer schneller von der r-Achse
entfernen. Oberhalb von -13.4 eV ist hingegen damit zu rechnen, dass sich der
Funktionsgraph mit weiter zunehmender Krummung wieder zur r-Achse hinwendet.

Weitere, hdhere Energieeigenwerte konnen dort gefunden werden.

. Zustandsfunktionen v,

Wenn man den Eigenwert E, gefunden hat, hat man gleichzeitig auch die

entsprechende Zustandsfunktion gefunden und umgekehrt.

. Normierungskonstante c,

Die Werte fur ¢, entnimmt man einer zu cnorm erzeugten Tabelle: In dem Moment,
bzw. bei dem Radius r, an dem v die r-Achse gerade tangiert, erreicht die Tabelle

zu cnorm den Wert ¢, ( Auf eine Abbildung der Tabellen wird verzichtet).

Der genaue Energieeigenwert ist von Starwert und Schrittweite des numerischen
Rechenverfahrens abhangig. Der in Abb. 4.4.2a gewahlte Startwert von 1e-06nm
liegt an der unteren Grenze. Ein Startwert von 1e-04 nm ist ausreichend. Ruckt man
mit dem Startwert naher an Null (in den Atomkern) kbnnen es wegen sehr groBen
Anderungsraten des Potentials Probleme auftreten. Eine kleinere Schrittweite fuhrt
prinzipiell zu genaueren Ergebnisse. Eine zu kleine Schrittweite ist physikalisch
nicht sinnvoll, vor allem aber unbkonomisch, da der Gewinn an Genauigkeit auch in
keinem Verhaltnis zum Zeitbedarf steht. Je nach betrachteten Radiusbereich wird

man Schrittweiten zwischen 1e-04 und 1e-02 nm ausprobieren.

Die in Abb. 4.4.3 zu findenden, auf bis zu vier Stellen hinter dem Komma
angegebenen Energieeigenwerte erzeugen das bestgenaherte asymptotische
Verhalten, sie sind in dieser Genauigkeit aber nicht mehr physikalisch sinnvoll. (In
MODELLUS 1.0 lassen sich maximal insgesamt funf Ziffern eingeben, mit

MODELLUS 2.0 kann noch genauer gerechnet werden.)
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. Uberblick iiber die ersten vier Eigenzustinde des H-Atoms

Abb. 4.4.5 zeigt die ersten 4 mit MODELLUS berechneten eindimensionalen
Zustandsfunktionen

(s-Zustande) des H-Atoms und

ihre radialen

Dichte-

verteilungen. (Die Zustande n = 5 und n = 6 liegen bei - 0.55 eV bzw. -0.38 eV.)

Abb. 4.4.5: Die s-Zustande n = 1 bis n = 4 des H-Atoms (eindimensionale SGL)
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4.4.5 Auswerung der Ergebnisse

. Die Stabilitit des Atoms

Im Bohrschen Atommodell gibt es keine theoretische Begrundung fur diskrete
Bindungsenergien. Aus experimentellen Beobachtungen musste Bohr die Energie-
quantelung als eine Bedingung fur gebundene Elektronen postulieren. Die SGL
beinhaltet demgegenuber diese Bedingung bereits in sich: Bei der Eigenwertsuche
gibt es zwischen zwei nebeneinander liegenden Zustanden keinen weiteren, der
die Randbedingung einer gegen Null strebenden Verteilungsfunktion erfullt. Alle
Funktionen, die etwa zwischen dem 1s- und 2s-Zustand liegen, laufen mit
zunehmendem Abstand r gegen Unendlich. Sie kbnnen keine stationare Losung
der SGL darstellen, da das Elektron mit groBter Wahrscheinlichkeit unendlich weit

vom Kern entfernt lokalisiert werden konnte. Ebenso erklart sich auch das
Vorhandensein eines niedrigsten Zustands, des Grundzustands. Alle {y-Funktionen

mit einer Energie unterhalb von -13.6 eV streben, noch bevor sie die r-Achse

erreichen, gegen Unendlich, sie beschreiben kein gebundenes Elektron.

Der Grundzustand stellt die Verteilungsfunktion niedrigster Energie dar. Ein Atom in
einem hodheren Zustand strebt den Zustand niedrigster Bindungsenergie an und
geht spontan in den Grundzustand Uber. Dabei strahlt es die "Uberschussige"
Energie als Photon ab. Ohne auBere Anregung bleibt das Atom im Grundzustand.
Die Stabilitat der Atome kann also durch ihre Bindungsenergie erklart werden. Die

Lebensdauer der angeregten Zustande liegt im Bereich von 10%s.

. Lokalisationsenergie

Die anziehende Wirkung des Potentials auf das Elektron legt die Vermutung nahe,
dass sich das Elektron beliebig nahe um den Atomkern verteilt, um ein moglichst
niedriges Energieniveau zu erreichen. Es gibt aber "etwas", das diesem Bestreben
entgegenwirkt: In der SGL des H-Atoms erkennt man, dass der Term E-V, der -
klassisch ausgedruckt - die kinetische Energie des Elektrons bezeichnet, bei einer
gegebenen Gesamtenergie E in Kernnahe, d.h. fur sehr kleines V(r) stark ansteigt

(s. Kap. 4.3.3). Je enger man das Elektron am Kern "einsperrt" desto hbher wird
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seine sogenannte Lokalisationsenergie. Der Grund fur die mit genauerer Lokali-
sation steigende Lokalisationsenergie findet sich in der HU: Eine geringere Ortsun-
scharfe des Elektrons bedingt eine groBere Impulsunscharfe und damit eine ent-
sprechend hohere mittlere kinetische Energie bzw. Lokalisationsenergie. Auf wel-
chen Bereich ein Elektron im Grundzustand eines Atoms lokalisiert ist, wird damit
zu der Extremwertaufgabe, bei gegebenen Potential den Radius minimaler
Gesamtenergie zu berechnen. Beim H-Atom ergibt sich als Losung der Grund-
zustand bei - 13.6 eV.

Erst die Potentiale hbherer Atome mit mehreren Protonen fuhren auf Zustande mit
tiefer liegenden Grundzustanden, raumlich enger begrenzten Verteilungs-
funktionen und entsprechend hoheren Lokalisationsenergien. Um das Elektron
enger an den Kern zu binden, bedarf es sozusagen eines "starkeren Kraftfelds",

gebildet von mehreren Protonen.

Mit MODELLUS lassen sich die Eigenzustande der entsprechenden lonen etwa
von Helium oder Lithium genau wie beim H-Atom bestimmen; man berucksichtigt
im Potential lediglich die mehrfache Kernladung. Dabei zeigt sich z.B., dass das um
den Faktor zwei gegenuber dem H-Atom veranderte Potential fur das He*-lon auf

eine vierfach tiefere Energie des Grundzustands fuhrt.

. Spektrallinien

Im sichtbaren Bereich findet man fur das H-Atom vier Linien, drei starke (rot, turkis
und blau) und eine mit geringer Intensitat (violett), die sich nur unter idealen

Bedingungen beobachten lasst.

Tab. 4.4.1: Sichtbares Spektrum des H-Atoms

Farbe Wellenlange | Frequenz f Photonenenergie hf
rot 656 nm 457 GHz 1,89 eV

turkis 486 nm 617 GHz 2,55 eV
blau 434 nm 691 GHz 2,86 eV

violett 410 nm 731 GHz 3,02 eV
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Die Energieniveaus des Wasserstoffs En haben folgende Werte:

E1=-13,6 eV Ep=-34eVE3z=-15¢eV
E4=-0,85¢eV Es =-0,55¢eV Eg=-0,38 eV

Daruber gibt es weitere, relativ dicht zusammenliegende Niveaus. Beim Ubergang

von einem "angeregten" Zustand mit hoherer Energie En zu einem Zustand mit

niedrigerer Energie Em entsteht nach der Einstein-Relation ein Photon der Energie

h fom=En-Em=Emm (n > m) (4.4.7)

Abb. 4.4.6: Anregung des H-Atoms und emittierte Linien

Emission

-0,38 eV — 63
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-0 ,85 eV ﬁ i 4s
\ A 4
-15eV — 3s
l IR-Linien
\ A A
34eV 2s
3 sichtbare Linien
(Balmerserie)

-136eV \AAA/ Grundzustand 1s

Anregung UV-Linien

Das Atom muss bei der Emission nicht in den Grundzustand Ubergehen. Allerdings
gibt es bestimmte sogenannte Auswahlregeln fur die moglichen Zustands-
ubergange. Ubergange zwischen s-Zustanden sind danach verboten. Insofern ist
Abb. 4.4.6 nicht korrekt. Ubergange etwa zu nicht radialsymmetrischen p-
Zustanden sind hingegen erlaubt. Beim H-Atom liegen die entsprechenden s- und
p- Zustande jedoch auf dem gleichen Energieniveau - man spricht von einer
Entartung des Energieniveaus. Fur das Spektrum des H-Atoms (und nur des H-

Atoms) ist die Vernachlassigung von Auswahlregeln daher irrelevant.
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Bei einer Energiedifferenz von 1.5 eV bis 3.1 eV liegt die Wellenlange der
emittierten Photonen im sichtbaren Bereich zwischen ca. 800 nm und 400 nm.
Ubergange auf den 2s-Zustand erfullen diese Bedingung. So wird z.B. die rote

Linie im H-Spektrum beim Ubergang von 3s nach 2s erzeugt. Die Energiedifferenz

betragt E3 2 = 1,89 eV, was einer Wellenlange von A = 656nm entspricht. Die
Ubergange auf das Niveau 2 bilden fur den Fall m = 2 die durch die Gleichung

En,m = h fa, (1/m?- 1/n?) (n>m) (4.4.8)
beschriebene Balmer-Serie, mit der Rydberg-Frequenz f; und hf, = 13.6 eV.

Aus den ermittelten Energieeigenwerten kann man nachprufen, dass sich die

einzelnen Niveaus entsprechend aus der Formel

En=-13.6 eV (1/n? (4.4.9)
errechnen lassen, die Energie des Zustands n sich also um den Faktor 1/n® vom
Energieniveau des Grundzustands unterscheidet.

Die Mehrzahl der Ubergange im H-Atom liegt im UV- und IR-Bereich. Sie gehobren

zu entsprechenden Serien, z.B. der Lyman-Serie mit m = 1 (UV)

Tab. 4.4.2: Ubergange und Spektrallinien des H-Atoms

Infrarot Sichtbar uv

(6s - 5s) 7400 nm (3s - 2s) 656 nm (2s - 1s) 122 nm
(5s - 4s) 4050 nm (4s - 2s) 486 nm (3s-1s) 103 nm
(6s - 4s) 2695 nm (5s - 2s) 434 nm (4s-1s) 97 nm
(4s - 3s) 1875 nm (6s - 2s) 410 nm (5s-1s) 95 nm
(5s - 3s) 1282 nm (6s-1s) 94 nm
(6s - 3s) 1094 nm

Mit der Simulationssoftware SPECTROSCOPY aus dem Programm VISUAL
QUANTUM MECHANICS (VQM) lassen sich u.a. die zu den sichtbaren Linien
mehrerer Elemente gehbdrenden Energiedifferenzen auffinden und den Energie-
niveaus der jeweilige Elemente zuordnen, sofern man die Energieniveaus selbst
kennt: In Abb. 4.4.7 befindet sich eine Wasserstoff-Lampe im Labor. Das Spektrum

rechts oben zeigt die sichtbaren Linien. Das darunter liegende Spekirum mit
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Wellenlangen- und Energieskala gibt die mit der Maus uUber "drag and drop"
konstruierten Energiezustandsuibergange wieder. Mit Hilfe der z.B. aus der
Modellierung mit MODELLUS bekannten Energieeigenwerte konnten bereits drei

Spektrallinien rekonstruiert werden.

Abb. 4.4.7: Die Wasserstoff-Lampe in der Simulationssoftware SPECTROSCOPY aus VQM
£l
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J Atomradius und klassisch verbotener Bereich

Ein eindeutiger Atomradius lasst sich wegen des asymptotischen Verhaltens der -
Funktion nicht angeben. Die Verteilungsfunktion kommt nach auBen hin beliebig
nahe an Null, verschwindet jedoch prinzipiell nicht vollstandig.

In Abb. 4.4.8 ist an der 2(r)-Funktion des Grundzustands der entsprechende

Bohrsche Atomradius a, = 0.053 nm (Umlaufbahn des Elektrons) markiert. Man

erkennt, dass er mit dem Maximum der Verteilungsfunktion zusammenfallt, die
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Bohrsche Bahn entspricht dem Radius groBter Lokalisationswahrscheinlichkeits-

bzw. Ladungsdichte.

Abb. 4.4.8: Radiale Dichteverteilung, Bohrscher Radius a,und Wendepunkt r, der y-Funktion

n=1 E,=-13.6eV

g00F
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Ein erheblicher Teil der Ladungsverteilung befindet sich innerhalb dieses Radius,
der groBte Teil jedoch auBerhalb. Der Bohrsche Radius wird heute noch
gelegentlich als atomare Langeneinheit und zur Definition des Atomradius
verwendet. Da sich nach der Ladungsdichteinterpretation der groBte Teil des
Elektrons auBerhalb a, befindet, mussen auch andere Definitionen in Betracht
gezogen werden. Der Radius eines Atoms kann als Bereich, innerhalb dessen man
eine bestimmte Prozentzahl der Gesamtladung findet, definiert werden, z.B. 68 %
oder 90 %. Bei Werten um 95 % kame man in Bereiche des dreifachen Bohrschen
Radius. Experimentell hangt der gemessene Atomradius von der jeweiligen
Messmethode ab. Einige der gangigsten und unten in Tab. 4.4.3 verwendeten

Radiusdefinitionen Uber experimentelle Verfahren werden in Kap. 4.4.6 skizziert.

Aus theoretischer Sicht bietet sich zur Definition des Radius des H-Atoms auch der
letzte Wendepunkt der y-Funktion an, der durch den Radius r, mit E, - V(r,)) = O
gegeben ist (vgl. Kap. 4.3.3). Dieser Radius berechnet sich zu:

r,=144eVnm/13.6 eV =0.106 nm (4.4.10)
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und betragt gerade 2 a,. Damit hatte man nach Abb. 4.4.8 auf jeden Fall den

groBten Teil des Elektrons ins Innere des Atoms definiert.

Physikalisch markiert der Punkt r, den sogenannten klassisch verbotenen Bereich.
Fur r > r, wird E - V(r) namlich negativ, was klassisch eine negative kinetische
Energie bedeuten wiurde. Ein klassisches Elektron konnte nie in diesem Bereich
lokalisiert werden. Quantenmechanisch ergibt sich gemaB Abb. 4.4.8 noch eine
nicht zu vernachlassigende Lokalisationswahrscheinlichkeits- bzw. Ladungsdichte.
Das Elektron dringt sozusagen ein Stuck weit in den Coulomb-Potentialwall ein.
Klassisch bzw. mit einer Veranschaulichung des Elektrons als auf Bahnen
umherfliegendes Kugelchen ist dieser typische Quanteneffekt nicht zu verstehen.

(Bei entsprechend schmalen Potentialbarrieren tritt der Tunneleffekt auf)

Tab. 4.4.3: Atom- und lonenradien: Experimentelle (oben) und modellierte Werte (unten)

Element Kovalenter aus gaskinetischer| in Kristallgitter aus Wirkungs-
Bindungsradius Theorie querschnitt

H 0.032 nm 0.126 nm

He 0.110 nm 0. 224 nm

Li 0.152 nm 0.151 nm

Li+ 0.068 nm

Element Bohrscher Maximum der (r)- | Letzter = Wende-| 68% der| 90% der
Radius Funktion punkt der (r)- | Gesamt- Gesamt-

Funktion ladung ladung

H 0.053 nm 0.053 nm 0.106 nm 0.093 nm 0.142 nm

He - 0.025 nm - 0.045 nm 0.070 nm

Li - 0.150 nm - 0.220 nm 0.300 nm

Li+ - 0.020 nm - 0.030 nm | 0.050 nm

. Die raumliche Struktur des H-Atoms

Fur eine adaquate raumliche Veranschaulichung des H-Atoms werden Quer-
schnitte durch eine kontiuierliche (Ladungs)dichteverteilung betrachtet. Diese
Querschnitte mussen auf Basis der Radialteile R(r) der Ldsungen der

dreidimensionalen SGL konstruiert werden. Nach Gl. 4.4.3 hangen die Funktionen
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R(r) mit den eindimensionalen -Funktionen Uber R(r) = y(r) / r zusammen. Dadurch

ergeben sich gegenuber radialen Betrachtungen signifikante Unterschiede: Die
Verteilungsfunktion R(r) hat fur r = 0 ein endliches Maximum und fallt dann
exponentiell ab. Die raumlichen Dichteverteilungen R(r) sind demnach ebenfalls
am Kern maximal. Bei dreidimensionalen Veranschaulichungen kontinuierlicher
Dichteverteilungen (Ladungsdichte) wird dies durch die dunkelste Farbung
ausgedruckt, in Darstellungen der Lokalisationswahrscheinlichkeitsdichte hatte
man die hochste Punktdichte. Die Dichte der Atomhulle nimmt also im Grund-
zustand (ebenso wie die Dichte der Erdatmosphare) mit zunehmender Entfernung
vom Zentrum des anziehenden Potentials kontinuierlich ab. Dies liegt daran, dass
sich das Elektron mit zunehmender Entfernung r vom Kern auf ein mit r* wachsen-
des Volumen verteilt. Oder andersherum: Dass R?(r) am Kern ein Maximum hat liegt

daran, dass das Elektron dort auf ein relativ winzigen Raumbereich konzentriert ist.

Die radialen Verteilungsfunktionen zeigen allerdings (s. die obigen Betrachtungen
zum Atomradius), dass sich der groBte Anteil der Elektronenhulle in der
Kugelschale am Bohrschen Radius befindet und der GroBteil der Elektronenhille

weiter auBerhalb.

Bei angeregten Zustanden ergeben sich entsprechende Unterschiede. Bei den
raumlichen Verteilungen werden die Bauche nach auBen hin niedriger, bei den

radialen Verteilungen nehmen sie zu.

Klar ist, dass sich das Atom mit wachsender Zustandszahl unabhangig von der
gewahlten Radiusdefinition auf jeden Fall deutlich vergroBert. Die radiale
Verteilungsfunktion erstreckt sich im Grundzustand etwa bis auf 0.25 nm, fur n = 4

verzehnfacht sich der Bereich auf 2.5 nm.

Die geometrische Schalenstruktur der angeregten Zustande, die durch die Knoten
der Verteilungsfunktion entsteht, bleibt beim H-Atom grundsatzlich erhalten. Genau
wie der klassische verbotene Bereich bleiben "verbotene Radien" bei klassischen

Veranschaulichungen des Elektrons unverstandlich (vgl. Kap. 5.2).
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n=1

psiV

Abb. 4.4.9: Der Radialteil R(r) der Lésungen der dreidimensionalen SGL des H-Atoms (s-Zustande)

und die zugehorigen Veranschaulichungen von Ladungsdichteverteilungen (Querschnitt)
R(r) (= psiV) errechnet aus Lésungen der

eindimensionalen SGL wy(r): R(r) = y(r)/r
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4.4.6 Die experimentelle Bestimmung von Atomradien

Wie oben ausgefuhrt, lasst sich ein definitiver Atomradius wegen des asymptotischen
Verhaltens der vy-Funktion nicht angeben. Empirisch hangt die Definition des

Atomradius vom gewahlten Messverfahren ab. Einige der gebrauchlichsten

Definitionen und Verfahren sind im Folgenden aufgelistet:

* In einem Molekul (z.B. H2) haben die Atome einen bestimmten Abstand

voneinander. Der halbe Abstand wird kovalenter Bindungsradius des Atoms
genannt.

* In Kristallen ordnen sich die lonen regelmaBig in einer Gitterstruktur an. Der
Abstand zweier lonen ist in einfachsten Strukturen die Summe aus dem Radius der
beiden lonen. Man spricht hierbei von lonenradien. Im allgemeinen lassen sich
die Abstande aller Atome, die in einem Kristall angeordnet sind, aus
Interferenzerscheinungen bestimmen.

* Liegt ein Element als atomares Gas vor, so gibt es wegen der AbstoBung zwischen
zwei Atomen einen minimalen Abstand, auf den sich zwei Atome nahern kdnnen.
Aus makroskopischen Messungen (z.B. dem Verhalten von Druck und Volumen
eines Gases bei konstanter Temperatur) lasst sich das sogenannte Kovolumen
(oder Eigenvolumen) der Atome und damit deren Radius bestimmen.

e Streut man z.B. Elektronen an Atomen, erhalt man den sogenannten
Wirkungsquerschnitt. Die Elektronen werden vom Atom wie von einem kugel-
symmetrischen Gebilde abgelenkt. Aus dem Wirkungsquerschnitt lasst sich ein
Atomradius bestimmen.

Allgemein lasst sich festhalten, dass man Atomradien nur vergleichen kann, wenn man
sich auf die selbe Messmethode bezieht. Radien aus verschiedenen Messmethoden

kbnnen deutlich voneinander abweichen.

Verschiedene Elemente liegen bei Raumtemperatur in unterschiedlicher Form vor
(atomar, molekular, metallisch, als lonengitter), so dass ein direkter Vergleich der

Radien oft nur unter hohem experimentellem Aufwand moglich wird.
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. Die Bestimmung des kovalenten Bindungsradius in Molekulen

In einem zweiatomigen Molekul (z.B. H, --> H-H) sind die Atomkerne in einem bestim-
mten Abstand d voneinander getrennt. Der Abstand d der beiden Kerne zueinander
soll experimentell bestimmt werden. Dazu werden die Atomkerne als Massepunkte
bekannter Masse betrachtet. Da die Masse der Elektronen nur etwa den zweitausen-
dsten Teil der Gesamtmasse des Molekuls ausmacht, kbnnen die Elektronen bei der

Massenverteilung vernachlassigt werden.

Um das Molekul - vergleichbar einer quasi masselosen Stange mit schweren Kugeln
an den Enden - in Rotation senkrecht zur Verbindungsachse zu versetzen, muss
Energie Ubertragen werden. Molekulrotation lasst sich z.B. durch Einstrahlen von
Infrarotlicht anregen. Die ubertragene Energie erzeugt eine bestimmte Rotations-
frequenz, die bei bekannter Masse nur noch vom Abstand der beiden Atomkerne
abhangt. Tragt man in einem Graphen die eingestrahlte Energie gegen die

Rotationsfrequenz auf, lasst sich daraus der Abstand der beiden Atome ermitteln.

Abb. 4.4.10: Zur Bestimmung des kovalenten Bindungsradius
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. Die Bestimmung des lonenradius in Kristallgittern

Kristallgitter sind zur Bestimmung von Atom- oder lonenabstanden wegen ihrer vollig
regelmaBigen Anordnung besonders gunstig. Abb. 4.4.11.a zeigt die regelmaBige
Struktur eines NaCl-lonengitters. Die kleineren Ladungswolken gehoren zu den
positiven Na-lonen, die groBeren zu den negativen Cl-lonen. Die lonenschichten sind

mit einer gestrichelten Linie angedeutet.

Abb. 4.4.11: Zur Bestimmung des lonenradius in Kristallgittern

a b
Sender Empfanger

30

Probe

Empfanger

C Wegunterschied

Der Abstand d, innerhalb dessen sich die Gitterstruktur wiederholt, lasst sich mit einem
Rontgenstrahl ausmessen. Dieser wird - um besonders einfache geometrische
Verhaltnisse zu schaffen - unter einem Winkel von 30° auf den Kristall geschickt (s.
Abb. 4.4.11.c, Ladungswolken wurden nicht dargestellt). Der Wegunterschied der an

den Gitterebenen reflektierten Strahlung ergibt sich zu Vielfachen von 2:d'sin 30° = d.

Sind die Wellenlange A und der Abstand d (oder ein Vielfaches von d) gleich, ist die
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Bedingung fur konstruktive Interferenz erfullt und es entsteht aufgrund der
periodischen Struktur der Probe unter einem Austrittswinkel von genau 30° eine
Reflexion des Rontgenstrahls. Den Abstand zweier lonen im Gitter erhalt man, indem
man die Wellenlange des Rontgenstrahls solange variiert, bis man im Empfanger eine
Reflexion registriert. Da die Gitterabstande im Bereich von zehntel Nanometern sind,
muss auch die Wellenlange der Strahlung in diesem Bereich liegen. Deshalb ist

Rontgenstrahlung erforderlich.

Uber die Bestimmung des Bindungsabstandes in Kristallgittern mit Hilfe von
Rontgenbeugung lassen sich auch die kompletten Ladungsdichteverteilungen von
einfachen Strukturen bis zu komplexen Molekulen aufzeichnen, vorausgesetzt, das zu
untersuchende Molekul liegt in Form eines regelmaBig angeordneten Kristalls vor. Mit
dem Rontgenstrahl werden die Intensitaten der Reflexionen dabei nicht nur unter
einem sondern unter allen moglichen Einfallsrichtungen aufgezeichnet. Aus den
gemessenen Intensitaten lasst sich durch ein mathematisches Verfahren das Bild der

Ladungsverteilung im Molekul rekonstruieren.

Abb. 4.4.12:

Die Ladungsdichteverteilung
von Nickel-Phthalocyanin

Die Linien geben Bereiche
gleicher Ladungs- bzw.
Elektronendichte an. Im jedem
Mittelpunkt, um den sich eine
Schar von Kreisen befindet,
sitzt ein  Atomkern. Die
Elektronendichte nimmt von
innen nach auBen ab.
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. Das Simulationsprogramm vLab zur Réntgen-Beugung

Mit dem im Rahmen einer 1. Staatsexamensarbeit zur Rontgen-Strukturanalyse im
Unterricht erstellten Simulationsprogramm vLab (fur PC) kann dieses Messverfahren
simuliert werden: Ein Lithiunfluorid-Kristall muss in die Versuchsapparatur eingefugt
werden (Abb. 4.4.13 links). Die Daten der Rbntgenbeugung (Abb. 4.4.13 rechts)
werden dann "ins Labor geschickt" und dort in Elektronendichten umgerechnet (Abb.
4.4.14 links). Die Daten kbnnen vermessen und mit theoretischen Kurven verglichen
werden (Abb. 4.4.14 rechts).

Abb. 4.4.13: Aus dem Simulationsprogramm vLab zur Rdontgen-Beugung an Kristallen

— Experiment —X-ray intesity distribution

Abb. 4.4.14: Aus dem Simulationsprogramm vLab zur Rdntgen-Beugung an Kristallen
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. Die Bestimmung des Atomradius in Gasen

Uber die reale Gasgleichung laBt sich das Eigenvolumen von atomaren Gasen
ermitteln. Das Eigenvolumen ist der Raum, den die Atome in einem vorgegebenen
Volumen selbst einnehmen, der einzelnen Atomen sozusagen nicht mehr zur
Bewegung zur Verfugung steht. Die reale Gasgleichung (van der Waals -Gleichung)

lautet:
(p+aV? (V-b)=RT (4.4.11)

Sie beschreibt die Beziehung zwischen Druck p, Volumen V, und Temperatur T. R ist

die allgemeine Gaskonstante, a und b sind zwei gasspezifische Konstanten.

Im Experiment andert man das Volumen V bei konstant gehaltener Temperatur T. Man
misst p und V und erstellt ein p-V-Diagramm. Nun versucht man die gemessene Kurve
durch Gl. 4.4.11 zu beschreiben, indem man a und b so variiert, dass sie fur ein
bestimmtes Gas die experimentell gemessene p-V-Kurve moglichst gut wiedergeben.
Der Parameter b ist dabei ein direktes MaB fur das Eigenvolumen der Atome, daher
wird b von V abgezogen; b vermindert das Volumen V des GefaBes um das
Eigenvolumen b der Atome. (Der Parameter a beschreibt die atomaren bzw.
molekularen Krafte der Gasteilchen untereinander). Aus dem Eigenvolumen b lasst
sich der Atomradius r berechnen, da man die Teilchenzahl des Gases uber die Masse

das Gases genau genug kennt.

Abb. 4.4.15:

Der Atomradius lasst sich mit dem
Abstand d = 2r nachster Annaher-
ung zwischen zwei Atomen
identifizieren. Ab dem Abstand d
haben sich die Ladungswolken so
stark durchdrungen, dass sich die |Abstand nachster

Atome abstoBen. Annaherung zweier
Atome

d=2r

Hinweis: lonisierungsenergien von atomaren Gasen lassen sich experimentell relativ
einfach mit einer dem Franck-Hertz-Versuch aquivalenten Versuchsanordnung

(Elektron-Atom-StoB3) bestimmen.
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. Die Bestimmung des Streuradius bei Elektronenstreuung

Durchlauft ein Elektronenstrahl ein atomares Gas, kollidiert ein Teil der Elektronen mit
den Gasatomen. Die kollidierenden Elektronen werden gestreut. Ist die Wegstrecke
der Elektronen durch das Gas so kurz, dass die Wahrscheinlichkeit eines zweiten

StoBes vernachlassigbar klein ist, ist das Verhaltnis von gestreute zur Gesamtzahl der
eingeschossenen Elektronen proportional zum Wirkungsquerschnitt o, der die GroBe

eines zweidimensionalen "Atomscheibchens" angibt:

_ Elektronen(gestreut) Agesamt

Elektronen(gesamt) Ngusatome (4.4.12)

Agesamt / NGasatome ist die Gesamtflache des bestrahlten Gases (Blickrichtung von
vorne, also links in der Zeichnung) geteilt durch die Zahl der Atome in dieser Flache.

Aus dem Wirkungsquerschnitt o kann man den Radius uber

2

AGasatom = O =21 1 (4.4.13)

berechnen. O ist die Flache des Kreisscheibchens eines Atoms.

Abb. 4.4.16: Zur Bestimmung des Streuradius bei Elektronenstreuung
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4.4.7 Nicht radialsymmetrische Zustédnde

Die radialsymmetrischen Zustande der Atomhulle werden als s-Zustande bezeichnet.
Die verschiedenen oben dargestellten s-Zustande des H-Atoms wurden bisher allein
durch ihre sogenannte Hauptquantenzahl n unterschieden. Die Energie E, des
Zustands n hangt nach Gl. 4.4.9 Uber E, =-13.6 eV (1/n2) direkt mit der Hauptquanten-

zahl n zusammen. Bei raumlichen Darstellungen dieser s-Zustande ergeben sich als

Knotenflachen konzentrische Kugeln. Der Zustand n hat n-1 Kugelknotenflachen.

. Haupt- und Nebenquantenzahlen

Die Losung der dreidimensionalen SGL fuhrt auch auf nicht radialsymmetrische
Verteilungsfunktionen. Bei dreidimensionalen Zustanden bzw. Verteilungsfunktionen
bendtigt man zur eindeutigen Kennzeichnung einer raumlichen Verteilung auch drei
ganzzahlige Quantenzahlen. In der Atomphysik werden diese mit den Buchstaben n, |
und m bezeichnet. Eine Verteilung ist also durch ein Tripel (n, I, m) gekennzeichnet.
Die Quantenzahlen n, | und m treten bei der analytischen Losung der SGL auf. Sie

sind daher mathematisch miteinander verknupft . Es gilt:

O<l<n (4.4.13)
und Iml <1 (4.4.14)
d.h.ist z.B. | = 2, kann m nur die Werte -2, -1, 0, 1 und 2 annehmen.

Die s-Zustande sind durch Tripel (n, 0, 0) gekennzeichnet. Sie sind als Zustande mit | =
0 eindeutig gekennzeichnet. Es gelten folgende Bezeichnungen:

I=0: s-Zustande

I=1: p-Zustande

|=2: d-Zustande

|=3: f-Zustande

Durch Gl. 4.4.13 und GI. 4.4.14 ergibt sich, dass zu jeder Hauptquantenzahl n

insgesamt n® mogliche Verteilungsfunktionen gehoren.
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Die Zustande s, p, d und f haben jeweils verschiedene Symmetrieeigenschaften: Bei
p-Zustanden konnen statt bzw. zusatzlich zu den Kugelknotenflachen zentrale
Knotenebenen auftreten. Sie sind symmetrisch bzgl. dieser Ebene. d- und f-Zustande
haben 2 bzw. 3 weitere Knotenflachen. Neben Ebenen konnen auch Kegelober-
flachen auftreten. Die Zahl der Knotenflachen eines Zustands betragt n-1; m
charakterisiert die Orientierung der Knotenflachen in einem vorgegebenen

Koordinatensystem. Abb. 4.4.18 gibt einen Uberblick Uber diese Zusammenhange.

Abb. 4.4.18: Zustande, Quantenzahlen und Knotenflachen (nach Grehn 1982, 414)
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Die Nebenquantenzahl | wird auch als Bahndrehimpulsquantenzahl bezeichnet, m

heif3t auch magnetische Quantenzahl oder Richtungsquantenzahl (zur Kennzeichnung
der z-Komponente des Bahndrehimpulses). Die Bahndrehimpulsquantenzahl tritt
bereits in der Bohr-Sommerfeldschen Theorie, die von Elektronenbahnen ausging,
auf. In einem Atommodell nach Schrodinger sind diese Bezeichnungen besonders fur
Schuler missverstandlich. Es empfiehlt sich, | und m lediglich als Nebenquanten-

zahlen zu bezeichnen und Uber Knotenflachen mit den Symmetrieeigenschaften der
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Verteilungsfunktion in Beziehung zu setzen. Die Hauptquantenzahl n definiert
zusatzlich die Energie des Zustands. Beim H-Atom ist jedes Energieniveau n®-fach
entartet, da es n® Verteilungen gibt. Bei hoheren Atomen wird die Entartung durch die
Wechselwirkungen der Hullenelektronen untereinander aufgehoben. Bei gleicher

Hauptquantenzahl liegen s-Niveaus am tiefsten, gefolgt von p-, d- und f-Niveaus.

. Pauli-Prinzip
Das Pauli-Prinzip von 1925 besagt:
e Alle Elektronenzustande im Atom unterscheiden sich in mindestens einer

Quantenzahl.

* Die erlaubten Energieniveaus im Atom werden von unten nach oben mit
Elektronen besetzt.

In Kap. 4.4.5 wurde bereits dargelegt, dass Elektronen im Atom moglichst tief liegende
Energieniveaus einnehmen wollen. Das tiefste Energieniveau entspricht dem 1s-
Zustand, der sich mir drei Quantenzahlen auch als (1,0,0) kennzeichnen lasst.
Kommen bei hbheren Atomen weitere Elekironen hinzu, kbnnen diese nicht alle das
1s-Niveau besetzen. Jeder Zustand (n, I, m) bietet zwei Elektronen Platz. Ab dem
dritten Elektron werden die weiteren Energieniveaus von unten nach oben aufgefulit.
Nach dem Pauli-Prinzip mussen die beiden Elektronen im Zustand (n, I, m) sich noch
in einer vierten Quantenzahl unterscheiden. Diese Quantenzahl s, die als
Spinquantenzahl oder Eigendrehimpulsquantenzahl des Elektrons bezeichnet wird,

kann nur die Werte +1/2 und -1/2 annehmen.

Der Begriff Spin ist didaktisch hier naturlich ebenfalls problematisch. Der Elektronen-
spin ist der Polarisation von Photonen aquivalent. Er kann daher anstelle einer
Eigenrotation auch allgemeiner mit einer ausgezeichneten Feldrichtung des Elektrons
in sich selbst assoziiert werden. Diese "Vorzugsrichtung" zeigt sich in Magnetfeldern
als magnetisches Moment. Der Spin des Elektrons wurde 1921 im Stern-Gerlach-

Versuch nachgewiesen. Er tritt nicht bei der Losung der SGL auf.
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Mit Hilfe des Pauli-Prinzips erklaren sich der Aufbau des Periodensystems in Gruppen
von Elementen mit verwandten, durch die jeweilige Elektronenkonfiguration

bestimmten chemischen Eigenschaften.

. Schalenstruktur

Alle Elektronen mit gleicher Hauptquantenzahl n besetzen i.d.R. relativ dicht
beieinander liegende Energieniveaus. Die entsprechenden Elektronenzustande
werden zu einer Schale zusammengefasst. Zu n = 1 gehort die K-Schale, zu n = 2 die
L-Schale usw. bis zur Q-Schale. Zu jeder Schale gehbren n? doppelt besetzte
Zustande (n, I, m), also maximal 2n? Elektronen. Durch die Nebenquantenzahl |
ergeben sich Unterschalen, z.B. bilden alle 3s-, 3p- und 3d-Zustande jeweils
Unterschalen der M-Schale. Chemische Elemente, bei denen alle benbdtigten Schalen
oder zumindest Unterschalen maximal besetzt sind, sind chemisch relativ "trage". Bei
den Edelgasen, wo gerade alle s- und p-Zustande der auBersten Schale voll besetzt
sind, ist diese "Tragheit" am ausgepragtesten. Die Elemente der benachbarten
Gruppen, bei denen ein Elektron zur voll besetzten (Unter)Schale fehlt - Fluor, Chlor
etc. - bzw., die eine neue Schale mit einem s-Elektron "eroffnen" - Wasserstoff und die

Alkalimetalle -, sind besonders "aggressiv".

Zur Energie-Schalenstruktur korrespondiert (nur!) bei radialer Betrachtung eine
geometrische Schalenstruktur, da alle radialen Verteilungsfunktionen mit Haupt-

quantenzahl n ihre Maxima in bestimmten Radiusbereichen haben (s. Kap. 4.5.4).

. Orbitale

Obwohl der Begriff Orbital von Orbit wie Umlaufbahn abgeleitet ist, eignet sich das,
was damit gemeint ist, gut zur raumlichen Veranschaulichung der Ladungs-
dichteverteilung der Elektrons und damit sozusagen der raumlichen Gestalt des

Elektrons in den verschiedenen Zustanden der Atomhille.

Zu den in Abb. 4.4.18 dargestellten, die Atomhille strukturierenden Knotenflachen

korrespondieren naturlich bestimmte Formen der Ladungsdichteverteilung. Da die
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Verteilungsfunktionen exponentiell abklingen, ist eine raumliche Darstellung nicht
trivial. Die in Abb. 4.4.19 zusammengefassten Darstellungen der Orbitale zeigen
Flachen, die Raume begrenzen, innerhalb deren sich 90% der Dichteverteilung des

Elektrons befinden. Auch wenn diese Bereiche durch Knotenflachen getrennt sind,

wird die durch vy beschriebene gesamte Verteilung als ein Orbital bezeichnet.

Uberlagert man alle Orbitale gleicher Hauptquantenzahl n und gleicher
Nebenquantenzahl | - also z.B. die drei 2p-Orbitale oder alle funf 3d-Orbitale, ergibt

sich jeweils wieder eine radialsymmetrische Verteilung.

Abb. 4.4.19: Zustande Quantenzahlen und Orbitale (nach Grehn 1988, 411)
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Diesen Effekt sowie die Lage der Knotenflachen kann man sich z.B. anhand der in
Tab. 4.4.4 zusammengestellten -Funktionen des H-Atoms klarmachen. Die

Funktionen sind in Abhangigkeit von r und den kartesischen Koordinaten x, y, z
dargestellt. Gegenuber den ublichen Darstellungen in reinen Kugelkoordinaten ist die

Zuordnung zu den Knotenflachen dadurch wesentlich erleichtert.
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Die Radien der Kugelknotenflachen der s- und p-Zustande beispielsweise ergeben
sich direkt aus den Summen in den Klammern. Die Lage der Ebenen durch den
Kugelmittelpunkte bei p-Zustanden ist ebenso leicht nachvollziehbar.

Quadriert man etwa die drei 2p- oder 3p-Funktionen aus Tab. 4.4.4 und addiert sie, so
erhalt man einen Term (x2 + y2 + 22), der gerade ? ergibt. Die gesamte Verteilung wird

damit wieder radialsymmetrisch , der Gesamtdrehimpuls verschwindet.

Tab. 4.4.4: Einige Zustandsfunktionen des H-Atoms

Zust. | (n,m,l) | Funktion Zust. |[(n,m,]) Funktion
r r
—— 7 r -
=0l 2. __).n 3a
1s [1,0,0 [v=C"e ? 3p, [3,1,+1 |V7€ (a) (6 a) €
r r
r A X T T2
— 3a
w=c. 2__ ‘e 2a i w_c-().(6_).e
28 2, 0 10 ( a) pr 3, 11 1 a a
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X o y r _
w=c.<).e 2a w=C.().<6_).e 3a
2p, 2,1, +1 a 3py 3,1,0 a a
T ( \ r
Y) E XY\ .o 3
w=c-(— e 4@ y=Ccl——1e 72
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4.5 Abschnitt 5: Mehrelektronensysteme |

Schon fur den Fall eines Dreikdrperproblems beim Helium-Atom (Atomkern, zwei
Elektronen) lassen sich die Eigenzustande dieses Systems nur noch in einem
Naherungsverfahren bestimmen. Das Standardverfahren ist das Hartree- bzw., wenn
man zusatzlich den Elektronenspin berucksichtigt, das Hartree-Fock-Verfahren (s. z.B.
Haken & Wolf 1993, 340 ff). Beim Hartree-Verfahren wird ein Elektron herausgegriffen
und ausgehend von den Zustandsfunktionen des Einelektronenproblems und unter
Einbeziehung der zusatzlichen Wechselwirkungen der ubrigen Elektronen eine erste
Naherungslosung fur die SGL bestimmt. Mit dieser ersten Naherungslosung wird das
begonnene iterative Verfahren so lange fortgesetzt, bis sich die weiteren
Naherungslosungen nicht mehr verandern. Letztendlich erhalt man in der SGL einen
Korrekturterm im Potential, der die Wechselwirkungen mit allen Ubrigen Elektronen
berucksichtigt. Beim Hartree-Verfahren wird jedoch ein das Pauli-Prinzip verletzender
Produktansatz fur die Gesamtzustandsfunktion des Systems gemacht, eine quanten-

mechanisch korrekte Losung ist mathematisch wesentlich aufwendiger.

Im Folgenden wird ein dem Hartree-Verfahren ahnliches, von Hans Niedderer fur die
Modellierung radialsymmetrischer Zustande einiger hoherer Atome entwickeltes
iteratives Verfahren vorgestellt. Dabei wird fur jedes Elektron eines Atoms eine eigene
SGL aufgestellt, die im Potential die abschirmende Wirkung der Ladungs-
dichteverteilungen der ubrigen Elektronen berucksichtigt. Das Modell vernachlassigt
den Spin und ist gegenuber der korrekten quantenmechanischen Behandlung
zusatzlich fehlerbehaftet, indem die darin vorgenommene Berechnung der Wechsel-
wirkung der Elektronen streng genommen nur fur die Kraft, nicht aber fur das Potential
gilt. Das Modell fuhrt aber zu quantitativ befriedigenden Ergebnissen und verdeutlicht

eine Reihe grundlegender physikalischer Phanomene bei hbheren Atomen.
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4.5.1 Hohere Atome und Abschirmung der Kernladung

Um den Zustand etwa des He-Atoms mit der Kernladung +2e zu beschreiben, werden
die Zustande der beiden Elektronen, die der Kern an sich bindet, berechnet. Dabei
beeinflussen sich die beiden gebundenen Elektronen aufgrund der Coulomb-
Wechselwirkung gegenseitig. Auf jedes einzelne Elektron wirkt nicht nur die
Kernladung, sondern auch die Ladung des anderen Elektrons. Dadurch werden sich
seine Bindungsenergie und seine Verteilungsfunktion im Vergleich etwa zum He*-lon
deutlich andern. Die gegenseitige Beeinflussung der beiden Elektronen und ihrer
Verteilungsfunktionen wird mit Hilfe des folgenden "Gedankenexperiments"

verdeutlicht:

Eine Sonde, die Wirkungen von Ladungen misst, nahert sich aus groBer Entfernung
einem He*-lon, das nur ein im Grundzustand befindliches Elektron an sich gebunden

hat. Die wirksame Gesamtladung, die die sich nahernde Sonde misst, resultiert aus
der Kernladung plus der Ladungsverteilung -ev2 des bereits gebundenen Elektrons.

Die negative Ladung des gebundenen Elektrons schirmt dabei einen Teil der positiven
Kernladung ab. Weit vom ionisierten Atom entfernt entspricht die wirksame Ladung
+1e, da eine positive Ladung vom gebundenen Elektron komplett abgeschirmt wird.
Nahert sich die Sonde dem Kern, wird der Abschirmungseffekt geringer, da sie einen
wachsenden Teil der Ladungsverteilung des gebundenen Elektrons durchdringt. Beim
Abstand r vom Atomkern tragt der nur noch der innerhalb der Kugel mit dem Radius r
liegende Anteil der Ladungsverteilung zur Abschirmung bei. In sehr geringem Abstand
vom Kern wird die Wirkung der Kernladung +2e gemessen werden; die

Ladungsverteilung des Elektrons bewirkt dann praktisch keine Abschirmung mehr.

Den von der Sonde festgestellten Abschirmungseffekt "spurt" in einen He-Atom mit
zwei Elektronen auch das jeweils andere Elektron. Betrachtet man eines der beiden
Elektronen, setzt sich das Gesamtpotential, das die Ladungsdichteverteilung dieses
Elektrons determiniert, aus dem Kernpotential plus dem abschirmenden Potential des

anderen Elektrons zusammen. Die gesamte Ladungsdichteverteilung des He-Atoms

ergibt sich aus der Uberlagerung der 12-Funktionen beider Elektronen.
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4.5.2 Die Modellierung des He-Atoms mit MODELLUS

In der SGL fur ein Elektron des He-Atoms tritt neben dem Faktor 2 im Coulomb-
Potential zusatzlich der durch das jeweils andere Elektron bedingte Abschirmungs-
faktor auf. Dieser Faktor gibt den Bruchteil der Ladungsverteilung eines Elektrons an,
der sich entsprechend der Dichteverteilung 2 zwischen Kern und dem jeweiligen
Radius r befindet. Es handelt sich also um den jeweiligen Wert des Integrals der auf 1

normierten 2-Funktion.

Der iterative Modellierungsprozess besteht nun darin, die -Funktion eines Eigen-

zustands bzw. ihren Energieeigenwert und seine Normierungskonstante gleichzeitig
(1) zu bestimmen. Beim H-Atom konnte man die Normierungskonstante im Nachhinein
separat bestimmen. Beim He-Atom muss sie parallel ermittelt werden, da sie Uber den
Abschirmungsfaktor den Energieeigenwert unmittelbar beeinflusst. Zum Kriterium fur

den Energieeigenwert (asymptotisches Verhalten von vy fur groBes r) kommt als

zweites Kriterium hinzu, die Normierungskonstante so zu bestimmen, dass der

Abschirmungsfaktor fur groBes r den Wert 1 erreicht.

In der Praxis ergibt sich das Problem, die richtige GrdoBenordnung fur Energie und
Normierungskonstante zum Beginn des Iterationsverfahrens zu finden. Hinsichtlich der
Energie wird man auf Literaturwerte (die letztlich ohnehin den MaBstab fur die Qualitat
des Modells bilden) zuruckgreifen. Die empfindlich von den gewahlten Parametern
des Modells abhangende Normierungskonstante kann allerdings je nach Zustand
Uber mehrere Zehnerpotenzen variieren. Die richtige GroBenordnung muss bei der

erstmaligen Erstellung eines neuen Modells daher erst einmal gefunden werden.

Abb. 4.5.1a beinhaltet die in MODELLUS benbtigten Modellgleichungen fur den
Grundzustand des He-Atoms: Die Zeilen 1 und 2 sowie 3 und 4 stellen die SGL je
eines Elektrons in symmetrischer Weise dar. Der Abschirmungsfaktor wurde hier mit

poc = part of charge (Teil der Ladung) abgekurzt. In den Zeilen 5 und 6 wird der Faktor
poc jeweils Uber die Integration der normierten 2-Funktion berechnet. In Zeile 7 wird

die radiale Dichtverteilung berechnet. (Bei einer Messung von Ladungsdichte-
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verteilungen kann wegen der Nichtunterscheidbarkeit der einzelnen Elektronen nur

die Gesamtdichteverteilung aller Elektronen gemessen werden.)

Abb. 4.5.1b dokumentiert die ermittelten Energieeigenwerte und Normierungskonstan-
ten fur den Grundzustand sowie die weiteren Startbedingungen und Parameter des
Modells. Im Grundzustand befinden sich beide Elektronen bei vernachlassigtem Spin
in vollkommen identischen 1s-Zustanden; es ergeben sich fur beide Elektronen die
selben Energieeigenwerte. Man hatte das Modell fur den Grundzustand so betrachtet
auch auf eine SGL beschranken kbdnnen. Im Hinblick auf eine systematische
Darstellung und angeregte Zustande des Atoms mit unterschiedlichen Elektronen-
zustanden ist dies zunachst aber nicht sinnvoll. Bei mehr als zwei zu modellierenden
Elektronen wird man in Anbetracht der beschrankten Kapazitaten von MODELLUS

und um Zeit, Aufwand und Fehler zu vermeiden, moglichst "6konomisch" modellieren.

Abb. 4.5.1: Das He-Atom mit MODELLUS (Grundzustand)
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Da allein der Grundzustand modelliert wurde und sich die Verteilungsfunktionen
gegenuber dem H-Atom erwartungsgemalB uber einen geringeren Radiusbereich
erstrecken (s. Kap. 4.4.5), wurde eine kleinere Schrittweite fur die Iteration gewahlt und

der Iterationsbereich entsprechend verkirzt.

Auf die Berechnung und Darstellung von Funktionen R(r) und R%r) wurde verzichtet.
Fur die hier betrachteten physikalischen Aspekte sind radiale Darstellungen

ausreichend bzw. ausschlaggebend.

4.5.3 Auswertung: Radius und Spektrum des He-Atoms

. Der Radius des He-Atoms

In Abb. 4.5.2 sind der Verlauf des Abschirmungsfaktors, die ebenfalls fur beide Elekt-
ronen gleiche y-Funktion des Grundzustands sowie die radiale Gesamtdichteverteil-

ung dargestellt. Vergleicht man die Verteilungsfunktionen des He-Atoms mit den ent-
sprechenden Funktionen des H-Atoms fallt sofort auf, dass sich die Maxima beim He-
Atom zu wesentlich kleineren Radien verschieben. Mit 0.025 nm beim Helium und
0.053 nm beim Wasserstoff ist das Helium-Atom nur etwa halb so gro3, wenn man eine
entsprechende Definition des Atomradius zugrunde legt. Aus gaskinetischen

Messungen erhalt man ein Radienverhaltnis He / H von 0.110 nm / 0.126 nm.

Abb. 4.5.2: Grundzustand (13)2 des He-Atoms: Verteilungsfunktion und Abschirmungsfaktor
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. Energien und Spektrallinien

Um Aussagen uber Energien und Spekiren machen zu konnen mussen auch
angeregte s-Zustande des Heliums modelliert werden. Da sich in angeregten
Zustanden beide Elektronen in ihren Energien und Normierungskonstanten unter-
scheiden, wird die Suche der Eigenzustande gegenuber dem H-Atom wesentlich

zeitaufwendiger. Es mussen nun vier GroBen gleichzeitig iterativ bestimmt werden.
In den Modellgleichungen muss der Abschirmungsfaktor, den das Elektron im hbheren
s-Zustand bewirkt, Uber eine if-Bedingung modelliert werden: Da die -Funktionen

wegen der begrenzten Genauigkeit des numerischen Losungsverfahrens sich nur
Uber einen bestimmten Radiusbereich an die r-Achse schmiegen, wird der
Abschirmungsfaktor entsprechend nur begrenzt den Wert 1 beibehalten. Fur groBere

Radien muss er daher mittels einer if-Bedingung auf den Wert 1 festgesetzt werden.

Abb. 4.5.3: Zum Modell des angeregten He-Atoms (1s)(2s)

Step: 0.0005, Min.: 1e-06

Am Verlauf der Kurve poc2 erkennt man das kleine "Zwischenplateau", das dem ersten

und kleineren Bauch der Kurve psi2 entspricht.
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Abb. 4.5.4 stellt die radialen Dichteverteilungen der Zustande (1s)® und (1s)(2s) des
Heliums nebeneinander. Beim Zustand liegt das (1s)® Maximum etwa doppelt so hoch,
beide Elektronen verteilen sich im selben Radiusbereich. Im Zustand (1s)(2s) zeigt die
Dichteverteilung ein deutliches 2. relatives Maximum. Zwischen den relativen Maxima
treten in der Gesamtverteilung - i.G. zur nicht dargestellten, Verteilungsfunktion des
angeregten Elektrons - keine Knoten mehr auf. Die Elektronenhtulle des angeregten
Zustands zeigt (nur!) in der radialen Betrachtung eine geometrische Schalenstruktur,

die bei den weiteren hdheren Atomen bereits im Grundzustand auftritt (s. unten).

Abb. 4.5.4: Radiale Dichteverteilungen bei Helium; links: Zustand (1s)‘2 , rechts: Zustand (1s)(2s)
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Der Zustand (1s)(3s) lasst sich mit dem gleichen Modell ermitteln. Nimmt man noch
das He*-lon hinzu, das sich - wie bereits in Kap. 4.4.5 erwahnt - analog dem H-Atom
einfach modellieren lasst, erhalt man fur die Eigenzustande des Heliums mit

MODELLUS eine Reihe von Energieeigenwerten.

Aus den Daten erkennt man, dass man mit dem relativ einfachen Modell in vernunftige
GroBenordnungen fur die Energien des Heliums gelangt. Die gro3ten Abweichungen
ergeben sich fur den Grundzustand. Dies erscheint plausibel, da die Wechselwirkung
zweier "so eng benachbarter" Elektronen im Modell wegen der systematischen Fehler

des Modells sicher am ungenauesten erfasst ist.
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Tab. 4.5.1: Zustandsenergien von Helium: Modellierte Werte und Literaturwerte

Zustand E, E, Gesamtenergie |Literaturwert
(1s)° -37.0 eV -37.0 eV -74.0 eV -79.0 eV
(1s)(2s) -53.8eV -5.0eV -58.8 eV -58.4 eV
(1s)(3s) -54.3eV -19eV -56.2eV -55.9eV
He-1* -54.4eV -54.4¢eV -54.4eV

An den Daten erkennt man ebenfalls, dass in den angeregten Zustanden, in denen die
Verteilungsfunktion des hbheren Zustands ihr Maximum weiter entfernt vom Kern hat -
wodurch der Atomradius entsprechend zunimmt -, die Energie des inneren Elektrons
deutlich absinkt. Vor dem Hintergrund der oben skizzierten ldee der Abschirmung ist
dies unmittelbar plausibel. Die Gesamtenergie das Atoms erhdht sich naturlich mit
zunehmender Anregung. Aus der Differenz zwischen der Gesamtenergie des Grund-
zustands und der Energie des einfachen lons errechnet sich sofort die lonisations-
energie fur das 1. Elektron zu 24.6 eV (Literatur) bzw. 19.6 eV (MODELLUS). Fur das

2. Elektron ergibt sich naturlich eine lonisationsenergie von 54.4 eV.

Das Spektrum des He-Atoms ist aufgrund der in der Hulle auftretenden quanten-
mechanischen Wechselwirkungseffekte relativ kompliziert verglichen mit dem H-Atom
(s. z.B. Haken & Wolf 1993, 303 ff). Es ist z.B. auch moglich, dass sich beide
Elektronen auf einem hbdheren Niveau befinden. Weiterhin wird die Entartung der
Energieniveaus aufgehoben. Die Auswahlregeln, die einen direkten Ubergang
zwischen s-Zustanden verbieten, kbnnen nicht mehr in allen Fallen vernachlassigt
werden. Die sich aus Tab. 4.5.1 errechnenden Ubergange sind daher nicht direkt zu
beobachten. Das 2p-Niveau, auf das Ubergange aus dem 3s-Niveau erlaubt sind, liegt
nach Haken & Wolf (1993, 304) etwa 0.6 eV uber dem 2s-Niveau. 3p- und 3d-Niveau

liegen ca. 0.2 eV uber dem 3s-Niveau.

Da die modellierten Energien in relevanten GroBenordnungen ungenau sind,
erscheint es nicht sinnvoll, bestimmte Linien des He-Spektrums den Energie-

differenzen aus den modellierten Zustanden zuzuordnen.

Im sichtbaren Bereich kbénnen z.B. mit der oben vorgestellten Software
SPECTROSCOPY fur Helium vier Linien identifiziert werden. lhre Energiedifferenzen
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liegen bei etwa 1.9 eV (rot), 2.2 eV (gelb), 2.6 eV (blau) und 3.2 eV (violett). Da es
keinen Energiezustand zwischen den weit auseinander liegenden Niveaus 1s und 2s
gibt, lasst sich nur schlieBen, dass die sichtbaren Linien aus Ubergangen auf das 2s-

Niveau oder aus dem 3s Niveau resultieren kbnnen.

4.5.4 Lithium und weitere hohere Atome

. Zur Modellierung weiterer hoherer Atome

Das nachst hbhere Atom mit drei Protonen und Elektronen ist das Metall Lithium.
Entsprechend seinen drei Elektronen sind im Modell drei SGLen mit jeweils zwei
Abschirmungsfaktoren beruicksichtigt. Zwei Elektronen befinden sich im Grundzustand
auf dem 1s-Niveau, das dritte Elektron muss gemaB3 dem Pauli-Prinzip in das nachst
hdhere Niveau, das 2s-Niveau. Bei Beryllium kommt ein viertes Elektron hinzu, das

sich im Grundzustand den 2s-Zustand mit dem dritten Elektron teilt.

Quantitativ treten in den Modellen fur Li und Be zwar zusatzliche SGLen und Abschir-
mungsfaktoren auf, qualitativ ergeben sich bei den Grundzustanden gegeniuber dem
He*-lon aber keine neuen Aspekte. Sobald man angeregte Zustande von Li und Be,
die auch 3s-Zustande beinhalten, modelliert, wird die Modellkomplexitat insofern ge-

steigert, als sechs Parameter gleichzeitig iterativ zu bestimmen sind. Da MODELLUS
pro Modell nur drei Fenster fur Graphen, die man fur die Suche der -Funktionen
bendtigt, zulasst, muss man sich die poc-Faktoren als Tabelle darstellen lassen.

Die nachst hoheren Atome Bor und Kohlenstoff kbnnen nicht mehr im Grundzustand
modelliert werden, da das funfte und sechste Elektron nicht mehr im 2s-Zustand
untergebracht werden konnen. GemaB dem Pauli-Prinzip besetzen diese Elektronen
nicht radialsymmetrische 2p-Zustande, die mit der eindimensionalen SGL nicht erfasst
werden konnen. Es ist aber moglich lonen und auf 3s- oder 4s-Niveaus angeregte
Atome dieser Elemente zu berechnen. Insbesondere fur die lonen lassen sich noch
Vergleichsdaten fur lonisationsenergien und Radien finden. Bei den angeregten
Zustanden werden die Modelle sehr "unhandlich" und man erreicht die

Kapazitatsgrenzen von MODELLUS.
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. Lithium
Abb. 4.5.5 beinhaltet die wichtigsten Informationen und Ergebnisse zur Modellierung

des Grundzustands von Lithium.

Abb. 4.55: Modell des Lithium-Atoms im Grundzustand: Gleichungen,
Abschirmungsfaktoren, Energieeigenwerte und weitere Parameter
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Wegen des dritten Elektrons im 2s-Niveau ist es klar, dass das Li-Atom im
Grundzustand wesentlich groBer als das He-Atom ist. Das auBere relative Maximum

liegt bei ca. 0.15 nm, beim He waren es 0.025 nm.

Die ermittelten Energieeigenwerte von zweimal -96.83 eV und - 5.84 eV addieren sich
zu - 199.5 eV. Die gemessenen lonisationsenergien von 5.39 eV, 75.64 eV und 122.45
eV ergeben eine Grundzustandsenergie von -203.5 eV. Berechnet man die einfach
und zweifach ionisierten Lithium-lonen, gelangt man zu Ergebnissen entsprechender
Qualitat. Insgesamt ergibt das Modell auch in diesem Fall sehr befriedigende

Ergebnisse.

Hinsichtlich der Spektrallinien bestehen die gleichen grundsatzlichen Probleme wie

beim Helium-Atom. Konkrete Zuordnungen sind nicht moglich.

Abb. 4.5.6 zeigt schematisch den Verlauf des experimentell bestimmten Atomradius
der ersten 45 Elemente. Die Ergebnisse der Messmethoden wurden so angepasst,
dass ein GroBenvergleich der Atome moglich ist. Bei Lithium, Natrium, Kalium und
Rubidium steigt der AtomgroBe, verglichen zu den vorherigen Elementen sprunghaft
an, da das hinzukommende Elektron das nachst hodhere s-Niveau, dessen
Verteilungsfunktion sich weiter nach auBen erstreckt, "eroffnet". Danach sinkt die
AtomgroBe wieder kontinuierlich ab. Die hinzukommenden Verteilungsfunktionen
erstrecken sich uber vergleichbare Radien, die steigende Kernladungszahl lokalisiert

die Elektronen insgesamt aber auf engerem Raum.

Abb. 4.5.6: Atomradien und Ordnungszahl (schematisch)
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. Beryllium

Abb. 4.5.7 enthalt einige Ergebnisse der Modellierung des Grundzustands von
Beryllium. Man kann daran u.a. den verglichen mit Lithium etwa halbierten Atomradius
sowie die berechnete Gesamtenergie von -386.64 eV ablesen. Die gemessenen
lonisationsenergien von 9.37 eV, 18.21 eV, 153.89 eV und 217.71 eV lassen auf eine
Gesamtenergie von - 399.18 eV schlieBen. Verglichen mit Lithium fallen die Werte
etwas schlechter aus, da wie beim Helium alle vorkommenden Niveaus doppelt

besetzt sind (vgl. oben).

Abb. 4.5.7: Ausschnitte des Modells von Beryllium (Step: 0.0005))
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. Bor

Beim einfachen Bor-lon (Abb. 4.5.8) sinkt der Radius erwartungsgemaB noch etwas

weiter. Die Gesamtenergie liegt bei -326.62 eV (Literaturwert -362. 67 eV)

Abb. 4.5.8: Ausschnitte des Modells von Bor'* (Step: 0.001, En1 = En2, En3 = En4)
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Beim in den Zustand (13)2(23)2(35) angeregten Bor-Atom ergibt sich eine
Gesamtenergie von -330 eV, die noch deutlich unter dem Literaturwert fur den
Grundzustand von Bor bei -371 eV liegt. Interessanter ist die durch die Besetzung des

3s-Zustands bedingte Ausdehnung des Atoms in den Bereich von 0.25 nm. Die radiale
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Gesamtladungsdichteverteilung zeigt ein - wenn auch schwach ausgepragtes - drittes
relatives Maximum. Im Grundzustand wirde ein solches mit einer deutlichen Radius-

erweiterung verbundenes drittes Maximum erst bei Natrium auftreten (vgl. Abb. 4.5.6).

Abb. 4.5.9: Ausschnitte des Modells eines angeregten Bor-Atoms (1s)2(23)2(33) (Step: 0.001))

. energetische und geometrische Schalenstruktur

Abb. 4.5.9 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen der energetischen und einer
geometrisch-anschaulichen Schalenstruktur der Atomhulle: Zu einer (energetischen)
Schale werden alle Zustande gleicher Hauptquantenzahl n, welche die Energie in
erster Naherung definiert, zusammengefasst. Die Schalen werden mit den Buchstaben
K bis Q bezeichnet. 1s-Zustande gehoren folglich zur K-Schale, 3s-Zustande zur M-
Schale (vgl. Kap. 4.4.7). Da z.B. alle Elektronen in Zustanden mit n = 2 bzw. der L-
Schale in erster Linie zum zweiten relativen Maximum der radialen Gesamt-
dichteverteilung beitragen, korrespondiert diese geometrisch-anschauliche "Zwiebel-
schale" der radialen Gesamtdichteverteilung zur energetischen L-Schale. In Abb. 4.5.9

gehoren die drei erkennbaren relativen Maxima folglich zur K-, L-, und M-Schale.

Mit zunehmender Kernladungszahl rucken die geometrischen Schalen enger
zusammen und naher an den Kern. Dieser Effekt druckt sich z.B. in den radialen

Dichteverteilungen von Li, Be und Bor (s. oben), aber auch in Abb. 4.5.6 aus.

Bei raumlichen Verteilungsfunktionen verschwindet diese anschauliche Schalen-
struktur in der Gesamtverteilung, lediglich beim H-Atom mit seinem einen Elektron

bleibt sie erkennbar (vgl. Kap. 4.4.5).
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4.6 Abschnitt 6: Einelektronensysteme Il

Atome sind die Grundbausteine der Materie. Unter den Umweltbedingungen auf der
Erde formieren sich die meisten Atome zu Molekulen (in Gasen und Flussigkeiten)
oder Festkorperstrukturen. Nur in Einzelfallen wie den Edelgasen findet man sie als
monoatomares Gas. Im Folgenden wird untersucht, wie sich ein Molekul mit dem
bisher dargestellten Modellierungsgerust beschreiben und die Molekulbindung

verstehen lasst.

Die Betrachtungen beschranken sich hier auf den einfachsten Fall des H2*-
Molekulions. Die Behandlung von komplexeren atomaren Systemen ist generell mit
dem Formalismus der SGL moglich, fuhrt jedoch sehr schnell zu einem enormen
mathematischen Aufwand. Einfuhrende Uberlegungen zu weiteren zweiatomigen

Molekulen finden sich z.B. in Cassens (1992).

4.6.1 Das H2*- Molekiilion: Potential und Molekiilbindung

Das Hot*-Molekulion besteht aus zwei Protonen im Abstand d als Atomkernen und

einem gemeinsamen Elektron. Die Ladungsdichteverteilung des Elektrons erstreckt
sich dabei um beide Kerne. Sie besitzt naturlich keine radiale Symmetrie mehr. Die

Achse zwischen den beiden Kernen bildet eine ausgezeichnete Richtung im Raum.

Durch das Zentralpotential des Atomkerns war es bei Atomen moglich, radial-
symmetrische Zustande mit einem relativ geringen Aufwand naherungsweise zu
berechnen. Die Radialsymmetrie ermoglicht die Reduzierung des mathematischen
Formalismus auf die Koordinate r. Ein Molekul besitzt diese Symmetrie wie gesagt
nicht mehr. Zwei (oder mehrere) Atomkerne befinden sich in einem bestimmten
Abstand voneinander. Allein dieser Umstand hat zur Folge, dass es keinen
ausgezeichneten Nullpunkt der r- oder x- Achse mehr gibt. Bei den Atomen war dies
der Atomkern. Man kann den Nullpunkt des Koordinatensystems zur Beschreibung
eines zweiatomigen Molekuls in den Kern des einen oder des anderen Atoms setzen,

die Mitte zwischen den beiden Kernen oder jeden beliebigen anderen Punkt wahlen.
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In Abb. 4.6.1 ist das Potential des H2*-Molekilions in eindimensionaler Form

dargestellt. Die Potentialtiefe ist bei -200 eV abgeschnitten. Das Gesamtpotential ist
die Summe der beiden Kernpotentiale. Der Nullpunkt ist hier in die Mitte zwischen

beide Kerne gelegt, der Kernabstand d betragt ca. 0.14 nm.

Abb. 4.6.1: Das Potential des Ho*-Molekilions, eindimensional

VineV

0.00

-100.00 -

-200.00 T T 1
-0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20

Bei groBem Abstand d der Kerne (d > 0.6 nm) ist die gemeinsame 1-Funktion des

Elektrons etwa gleich der halben (!) Summe der y-Funktionen von zwei H-Atomen (es

gibt ja nur ein Elektron). Man hat quasi zwei bzgl. des Atomkerns jeweils symmetrische
Ladungsdichteverteilungen nebeneinander angeordnet. In der Mitte zwischen den
Kernen ware die Ladungsdichteverteilung aber fast Null. Es gibt praktisch keine

Molekulbindung (s. unten).

Abb. 4.6.2 stellt die Bindungsenergie des Molekulions als Funktion des Kernabstands
dar: Wird der Abstand d kleiner als etwa 0.4 nm, so sinkt die Elektronenenergie des
Grundzustands gegenuber dem H-Atom deutlich ab. (Die Energie wird in dieser
Graphik mit W abgekurzt.) Gleichzeitig wachst das positive AbstoBungspotential
zwischen den Kernen. Aus der Summe beider Energien ergibt sich der Wert der
Gesamtenergie. Diese Summe liegt in einem bestimmten Abstandsbereich unterhalb

des Grundniveaus des H-Atoms von - 13.6 eV. Die Differenz zu - 13.6 eV bedeutet
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eine Bindungsenergie fur das Molekulion. Diese Bindung muss durch eine relativ
hohe negative Raumladung zwischen den positiven Kernen bewirkt werden. Die -

Funktion des Elektrons muss zwischen den beiden Atomen entsprechend groBere

Werte annehmen (s. unten).

Abb. 4.6.2: Bindungsenergie des Molekillions und Kernabstand
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Mit der Deutung der 1p-Funktion als statische Ladungsdichteverteilung ist die

Molekulbindung unmittelbar verstandlich. Wiurde man von einem winzigen, sich
irgendwie um die Kerne bewegenden Elekiron ausgehen, ware eine stabile

Molekulbindung hingegen vollkommen unplausibel.

Bei einem Kernabstand von etwa 0.2 nm ergibt sich die maximale Bindungsenergie.

Sowohl fur kleinere als auch fur gréBere Abstande sinkt sie wieder.

4.6.2 Die Modellierung des H2*-Molekiilions mit MODELLUS

Abb. 4.6.3 zeigt das (eindimensionale) Modell eines Hot-Molekulions auf Basis der

SGL. Die Bezeichnung r fur die laufende Variable wurde trotz fehlender Kugel-
symmetrie beibehalten. Entscheidend sind die ab der dritten Zeile auftretenden

Veranderungen gegenuber dem Modell des H-Atoms:
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Die Atomkerne befinden sich an den Abstanden r = a und r = b vom Nullpunkt der
positiven r-Achse, d.h. links vom gesamten lon (hier a > b) . Die Teilpotentiale sind
bzgl. a und b symmetrisch. Dies erreicht man durch den Absolutbetrag abs von r-a
bzw. r - b. Um an den Stellen r = a und r = b eine Division durch Null zu vermeiden,
muss jeweils eine kleine Konstante ro, die sich nur an den Stellen a und b deutlich
bemerkbar macht, zum Potential addiert werden. Der Wert von ro darf aber auch nicht

zu klein gewahlt werden, da an den Stellen a und b ansonsten sehr hohe Steigungs-
anderungen in v auftreten, die zu Problemen bei der schrittweisen numerischen
Berechnung fuhren kdbnnen. Fur ro empfehlen sich Werte zwischen 0.001 nm und
0.0001 nm.

Die Gesamtenergie Eg., des Molekulions ergibt sich aus der Summe der gefundenen
Eigenenergien E, und dem vom Abstand la - bl der Kerne abhangenden AbstoBungs-

potential V.

Auf eine Berechnung und Darstellung von ein- und quasi dreidimensionalen ?*-
Funktionen wird verzichtet. Die hier betrachteten physikalischen Aspekte lassen sich

auch an den y-Funktionen diskutieren.

Abb. 4.6.3: Das Modell des Ho*-Molekillions  (im Original sind alle Zeilen untereinander)
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Um zu Funktionen PSI zu gelangen, die den Ldosungen einer dreidimensionalen SGL
in etwa entsprechen, wird wiederum fur jedes Atom eine Division durch r vorge-
nommen. Dazu wird in einer Naherung eine Variable rab definiert, die sich bis zum
Mittelpunkt des Molekulions auf das Atom bei b und dann auf das Atom bei a bezieht.
Der Faktor ro von 0.0001 nm wurde verzehnfacht, um PSI an den Stellen a und b nicht
zu groB werden zu lassen, so dass sich noch sinnvolle graphische Darstellungen

ergeben.

In Tab. 4.6.1 werden beispielhaft die beiden niedrigsten Zustande das Molekulions fur
Kernabstande von 0.6 und 0.2 nm berechnet. Legt man den Kern b weit genug vom

Nullpunkt von r entfernt, kann man davon ausgehen, dass die bei der Modellierung

des H-Atoms gegebene Startbedingung y(0) = 0 hier ebenfalls erfullt ist. Die Start-

bedingung entspricht der Randbedingung, dass  fur groBe r asymptotisch gegen Null

geht. (Das H-Atom kann man naturlich ebenfalls auf diese Weise modellieren.)

Tab. 4.6.1: Parameter und einige Ergebnisse der modellierten Beispiele

Parameters Step: 0.005 nm
casel |case2 case3 | cased
' 07 07 Vabst (0.6) = 2.4 eV
03 03 0> Vabst (0.2) = 7.2 eV
-15.981 -16.049 17 545 -26.281
0.0001 0.0001 0.0001
Eges (0.6): - 13.58 eV, - 13.65 eV
167 .53 15863 71.23 2.17e+05

Eges (0.2): - 10.35 eV , - 19.08 eV

Bei einem Kernabstand von 0.6 nm hat das Molekulion nach Abb. 4.6.2 keine
Bindungsenergie. Betrachtet man die entsprechenden Werte in Tab. 4.6.1 liegt der
tiefste Energiezustand fur E ., nur minimal unter dem Grundzustand des H-Atoms von -
13.6 eV. Um einen direkten Vergleich zu haben, muss man allerdings das H-Atom
ahnlich dem Molekulion modellieren, d.h. den Kern des H-Atoms an die Stelle r = b
legen. Dies ist ohne weiteres moglich. Es ergeben sich keine relevanten
Abweichungen. Demzufolge kann man bei d = 0.6 nm nicht mehr von einem stabilen

Molekulion sprechen. Fur d = 0.2 nm ergibt sich aus Tab. 4.6.1 fur den tiefsten Zustand
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hingegen eine Bindungsenergie von fast 5.5 eV. Man befindet sich im Bereich der

Bindungslange des stabilen Ho*-Molekulions.

Abb. 4.6.4 zeigt die zugehbdrigen y-Funktionen sowohl bezogen auf eine eindimen-

sionale SGL als auch naherungsweise fur die dreidimensionale SGL eines raum-
lichen Molekulions. Die Losungen der dreidimensionalen SGL stimmen bis auf den
unerheblichen modellbedingten Vorzeichenwechsel an den Atomkernen qualitativ gut
mit entsprechenden Darstellungen z.B. bei Haken & Wolf (1993, 409 f) uberein. Die -

Funktionen bestatigen die oben aus den Energiewerten abgeleiteten Feststellungen.

Man erkennt in beiden Fallen einen bzgl. der Achse durch den Mittelpunkt des
Molekulions symmetrischen und einen antisymmetrischen Zustand. Der symmetrische
Zustand liegt energetisch tiefer und hat - wie man besonders deutlich im Fall d = 0.2
nm sieht - eine groBeren Anteil der Ladungsdichteverteilung zwischen den
Atomkernen. Es handelt sich beim niedrigsten, symmetrischen Zustand um einen
bindenden Zustand, beim nachst hoheren Zustand um einen sogenannten antibin-

denden Zustand.

An den Gesamtenergien der beiden jeweiligen Zustande erkennt man, dass der
bindende Zustand unter dem Grundzustand des H-Atoms liegt, der antibindende liegt
Uber dem Grundzustand des H-Atoms. Beim zweiatomigen System sind die
entsprechenden Niveaus des H-Atoms in jeweils zwei Zustande aufgespalten. Dieser

Effekt setzt sich beim Festkdrper entsprechend fort (s. unten).

Betrachtet man die beiden eng benachbarten Zustande fur d = 0.6 nm in der
eindimensionalen Darstellung (Abb. 4.6.4 links), erkennt man, dass es sich auf beiden
Seiten der Atomkerne jeweils ahnliche Anteile der Ladungsdichte befinden. Die
Verteilungen ahneln noch sehr denen des H-Atoms. Beim symmetrischen, bindenden
Zustand befindet sich nur wenig mehr Ladung zwischen den Atomkernen als beim

antibindenden Zustand.
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Abb. 4.6.4: v-Funktionen eindimensional
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4.7 Abschnitt 7: Mehrelektronensysteme Il

4.7.1 Grundlagen der Modellierung von Festkérpern

Ein Festkorper wird hier als System von positiven lonen und den Valenzelektronen
beschrieben, wobei die lonen ein periodisches Strukturgerust bilden und die
Valenzelektronen sich in dem durch das Gerust aufgespannten Raum verteilen. Es
werden nur Zustande der auBeren, relativ schwach gebundenen Valenzelektronen
untersucht, wahrend die Rumpfelektronen zusammen mit den Kernen die positiven
lonen bilden. Aufgrund der groBBen Zahl der Valenzelektronen bei einem realen
Festkorper kann fur jedes dieser Elektronen in allen zu untersuchenden Zustanden
naherungsweise das gleiche Potential angenommen werden, so dass ein Ein-

elektronenansatz zur Losung der SGL gerechtfertigt ist.

Bei vielen Festkdrpern handelt es sich um raumlich isotrope Materialien, so dass eine
eindimensionale Modellierung ausreichend ist, um ein Bild von den moglichen Eigen-
zustanden zu erhalten. Mit dem eindimensionalen Potentialtopfansatz werden auf der
Ebene der Theorie die Ladungsdichteverteilung und Energieeigenwerte fur verschie-
dene stationare Zustande ermittelt. Naherungsweise wird das periodische Coulomb-
Potential durch ein periodisches Rechteckpotential (Kroning-Penney-Potential) mit
Minima an den Metallionen und Maxima in der Mitte zwischen zwei lonen angenahert.
Innerhalb eines Atomdurchmessers werden verschiedene Potentiale inner- und auBer-
halb des Atomrumpfs angesetzt (Stufenpotential), so dass der Verlauf des Coulomb-

Potentials besser als mit einem einfachen Rechteckpotential angenahert wird.

Abb. 4.7.1: Kroning-Penney-Potential: Vo: Potentialschwelle
a: Abstand zweier Gitterionen; b: lonenradius

Vo
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Die Periodizitatslange a ist durch die Gitterkonstante des Kristallgitters entlang der
ausgezeichneten Achse unmittelbar bestimmbar, die Breite des Bereichs mit
niedrigem Potential b wird mit dem doppelten lonenradius des entsprechenden
Metallions abgeschatzt:

* a und rg: Der mittlere Abstand a zweier Atomkerne bei Raumtemperatur entlang

einer Achse im Kiristall entspricht dem Atomdurchmesser 2rg. Es wird der
Kovalenzradius zugrunde gelegt: a = 2rg

* b und rji: Der Radius des Atomrumpfes wird mit dem lonenradius rj gleichgesetzt.
Aus rj wird die Breite des Potentialtopfes b nach b = 2 rj bestimmt.

* Die Breite des Potentialwalls a - b wird nach a - b = 2rg - 2rj bestimmt.

Die Hohe der Potentialstufen V, ist im wesentlichen von der Ladung des lons
(gleichbedeutend mit der Zahl der Valenzelektronen pro Atom) und daneben von der
relativen GroBe des Atoms abhangig. Da diese beiden Parameter unmittelbar die
Valenzelektronendichte und damit auch die Fermi-Energie bestimmen, kbnnte man die
Hohe der Potentialschwellen uber 2/3 der Fermi-Energie (= Energie des hbdchsten
Energieniveaus, das bei der Temeratur von 0 Kelvin noch besetzt ist) abschatzen.
Wegen der einfacheren Durchschaubarkeit wird die Hohe der Potentialschwelle hier
durch eine Berechnung auf der Basis der Coulomb-Potentiale von einzelnen

Atomrumpfen gewonnen, obwohl die Ergebnisse evtl. etwas schlechter sind als bei der
Annahme einer Potentialschwelle in der Hohe von 2/3 der Fermi-Energie.
Berechnet man den Potentialverlauf Uber die Coulomb-Potentiale von Punktladungen,

so kann zwar die Wahl der Bezugspunkte willkurlich erscheinen, der Charakter einer

groben Abschatzung wird dadurch aber deutlicher .

Der Potentialverlauf wird fur den Bereich auBerhalb des Atomrumpfs durch die

Addition der Coulomb-Potentiale V4 und V5 von zwei Punktladungen Q im Abstand a =
2rg ermittelt. Fur den Bereich zwischen den beiden Punktladungen erhéalt man V(r)

durch Addition der Colomb-Potentiale V1 und V2:
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1 Q
Vil = —+
J'IJSO
1 Q
Vo(r) =
2(1) Ameq 2rg-t
1 Q Q
V() =Vi+ Vo= — + 4.7 1
0 =Vi+Va= =¥ 4] @.7.1)

An den zwei Bezugspunkten 2rj = b und 2r5 = a werden die Potentiale Vj und Vg fur
die Ladung Q=1e berechnet. Das Potential V;j wird fur das Innere des Atomrumpfs als
konstant angesetzt und stellt den Nullpunkt dar. Die Differenz Vg-Vj dient zur

Modellierung des Potentialwalls zwischen den Atomrumpfen, dessen Hohe durch
Vg =172 (V4-V) (4.7.2)
angenahert wird.

Es werden nur Hauptgruppenmetalle modelliert, bei denen alle Valenzelektronen zur
auBeren Schale mit hdchster Hauptquantenzahl gehoren. Als Modellbeispiel fur ein
typisches Metall soll Natrium dienen. Natrium - wie die ubrigen Alkalimetalle auch -
liegt als Kristall im kubisch raumzentrierten Gitter vor. Die eindimensionale
Modellierung erfolgt entlang einer Achse mit niedrigstmoglichen Kernabstanden. Die

Daten anderer Alkali- und Erdalkalimetalle werden zum Vergleich angegeben.

Es ergeben sich die folgende Parameter fur die Alkalimetalle und Magnesium:

Tab. 4.7.1: Parameter fur Potentialtopfmodelle einiger Hauptgruppenmetalle

Metall rginnm [riinnm |ainnm |binnm fa-binnm [VgineV [VjineV [VgineV
Lithium 0.152 |0.076 |0.304 |0.152 ]0.152 18.95 25.26 3.16
Natrium 0.186 |0.102 |0.372 |0.204 |0.168 15.48 19.45 1.98
Casium 0.266 |0.167 |0.532 |0.334 |0.198 10.83 12.30 0.74
Magnesium | 0.160 |0.072 |0.320 [0.144 [(0.176 18.00 25.81 3.90
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4.7.2 Ein Potentialtopfmodell fiir Festkérper mit MODELLUS

Quantitative eindimensionale Potentialtopfmodelle fur Festkdorper wie das Kroning-
Penney-Modell nach Kap. 4.7.1 kdnnen mit MODELLUS - wenn auch nur in
begrenztem Rahmen - erstellt werden. Spezielle vorgefertigte Simulationssoftware
erweist sich hier haufig als ungeeignet. Die Vorteile von MODELLUS bestehen vor
allem in der relative hohen Transparenz des Modellierungsverfahrens, da man von der
gleichen SGL ausgeht, die bereits bei Atomen und Molekulen realisiert wurde, und in
der hier benbtigten groBen Bandbreite in der Wahl der Modellparameter. Die Nachteile
bestehen u.a. im relativ groBen Schreibaufwand bei der Modellierung, im groBen
Zeitaufwand bei der selbsttatigen Eigenwertsuche und in der begrenzten parallelen

graphischen Darstellungskapazitat von MODELLUS.

Es ist naturlich ebenfalls moglich in MODELLUS entsprechend dem H2*-Molekiulion
weitere Coulomb-Potentialtopfe aneinanderzureihen. Fur H-Potentiale gibt es dann
allerdings in der Realitat kein Bezugsobjekt mehr. Systeme aus hdheren Atomen mit
mehreren Elektronen sind mit MODELLUS nicht mehr zu handhaben. Naherungen

fuhren dann auf Rechteckpotentiale.

Am Beispiel eines gemalB Tab. 4.7.1 gestalteten Potentialtopfmodells fur Natrium
kbnnen die oben dargestellten Grundlagen umgesetzt und die Vor- und Nachteile von
MODELLUS veranschaulicht werden.

Abb. 4.7.2a beinhaltet neben den schon aus den vorangegangenen Kapiteln
vertrauten Modellgleichungen einen Uber mehrere if-Bedingungen realisierten
Rechteck-Potentialverlauf fur ein einzelnes Na-Atom als Element eines Festkorpers.
Die Abb. 4.7.2b und c zeigen nur noch das fur zwei bzw. vier Atome erweiterte

Potential. Mit jedem Atom kommen zwei weitere if-Bedingungen hinzu.

Will man die Aufspaltung zweier Energieniveaus des einzelnen Atoms in zwei von je
vier Niveaus gebildete und durch eine Energielucke getrennte Energiebander bei vier
Atomen zeigen, mussen mindestens drei der acht auftretenden Niveaus in einem

separaten Modell berechnet werden. Denn in MODELLUS lassen sich maximal funf
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Zustande gleichzeitig darstellen und speichern. Fur Potentialtopfe aus mehr als funf
Atomen ist MODELLUS daher kaum geeignet.

Abb. 4.7.2: Potentialtopfmodell fur ein, zwei und vier Natrium-Atome

a b
r::1z>sf= e if (7« 0.208) then [ "=0)
7 if(7>=0.298) and (7<0.4) then [ "= -17.47 )
dspsi o if(r>=04) and (»<0.568) then [ '=-19.45)

ar if(7>=0.568) and (7<0.772) then ("= -17.47
if (7=<00.298) then [ =10) if(7>=0.772) and (#<<0.940) then [ = -10.45 )
if(7>=0.208) and (r<0.4) then [ '=-17.47 ) if (7>=0.940) and (< 1.042) then ("= -17.47 )

if(7>=04) and (7<0.568) then ([ "=-10.45 ) if(7>=1.042) then [ ¥=10)

C
if (7>=10.568) and (»< 0.670) then [ '=-17.47 )

if(7=<<0.298) then [ '=10)

if (7>=0.670) then ("=10) $£(7>=0,208) and (r<0.4) then (F— 17.47

if(7>=0.4) and (7= 0.568) then [ "= -10.45

denorm 3 if(7>=0.568) and (7= 0.772) then [ = -17.47 )
@ if(7>=0.772) and (7<0.940) then [ "= -19.45
3 if(7>=0.940) and (7< 1.144) then [ '=-17.47 )
Pr=—_ if(7>=1.144) and (7= 1.312) then [ "= -19.45

if(7>=1.312) and (7< 1.516) then [ '= -17.47 )

if(7>=1.516) and (7= 1.684) then [ '=-19.45)
if(7>=1.684) and (7<= 1.786) then [ "= -17.47 )

if(7>=1.786) then [ "=10)

Tab. 4.7.2: Ermittelte Eigenwerte fur Natrium (in eV) bei einer Schrittweite von 0.005 nm

Ein Atom Zwei Atome Vier Atome
-17.070 -17.944 -16.732 -18.291 -17.871 -17.210 -16.616
-11.166 -13.266 - 9.735 -14.306 -12.802 -10.926 - 8.734

Abb. 4.7.3 stellt die Potentialverlaufe zusammen mit den Energieniveaus graphisch

dar. Sie veranschaulicht die bereits an den Zahlen erkennbare im Verhaltnis zur Breite
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des zweiten Bandes von ca. 5.6 eV relativ schmale Lucke von ca. 2.3 eV. Dies liegt
daran, dass die innere Potentialtopfschwelle V. relativ niedrig im Vergleich zum
Topfboden ist. Die hbheren Zustande unterscheiden sich nur noch unwesentlich von
Zustanden in einem einfachen Rechteck-Potentialtopf mit endlich hohen Wanden, in
dem keine Banderstruktur auftritt. Die Energieniveaus liegen dort nach oben hin
lediglich zunehmend dichter. Man erkennt ebenfalls den bei der Aufspaltung der
Niveaus auftretenden Effekt der Absenkung bzw. Anhebung von jeweils der Halfte der
Niveaus bzw. des Ausgangsniveaus. (In Abb. 4.7.3.c wurden die Graphiken aus zwei

getrennten Modellen zusammenkopiert.)

Abb. 4.7.3: Potentialtopfe und Energieniveaus fur Natrium

a: ein Na-Atom b: zwei Na-Atome c: vier Na-Atome
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Abb. 4.7.4 zeigt die entsprechenden Zustandsfunktionen 1, Abb. 4.7.5 die Dichtever-

teilungen wz (nur fur die tieferen Zustande). Von Zustand zu Zustand wachst die Zahl

der Knoten um einen. Daran sieht man auch, dass man bei der Modellierung keine
Zustande ubersprungen hat. Bei den niedrigsten Zustanden, die noch im Bereich der
Schwelle des Potentialtopfs liegen, spiegelt sich diese Struktur des gesamten Topfs im
Kurvenverlauf. Das beim Molekulion bereits erkennbare abwechselnde Auftreten von
bzgl. der Topfmitte symmetrischen und antisymmetrischen Zustanden setzt sich

systematisch fort.
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Abb. 4.7.4: Die Zustandsfunktionen 1 zu den fur Natrium berechneten Energieniveaus

a: ein Na- Atom, Kern bei r = 0.48 nm
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Abb. 4.7.5: Die Dichteverteilungen wz zu den fur Natrium berechneten Energieniveaus

a: ein Na- Atom, Kern beir = 0.48 nm
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4.7.3 Modellierung und physikalische Eigenschaften

Zur Interpretation der Ergebnisse muss man besetzte von unbesetzten Zustanden
unterscheiden. Bei einem Festkorper, bei dem jeder Gitterbaustein die gleiche Anzahl
von Elektronen zum Gesamtsystem beitragt, kann es nur volle, halbvolle oder leere
Bander geben. Vergleicht man das einzelne Atom mit dem Festkorper, so sind im
Festkdrper genauso viele Bander besetzt, wie im Atom einzelne Zustande besetzt sind.
Bei einem Metallatom mit einem Valenzelektron ist die auBerste Schale nur mit einem
Valenzelekiron einfach besetzt. Beim entsprechenden Festkorper ist das ent-

sprechende erste Band nur halb besetzt.

. chemische Bindung

Berucksichtigt man nur den energetischen Aspekt, so wird eine Bindung eintreten,
wenn die Gesamtenergie des Festkorpers niedriger ist als die des freien Atoms. Die
Modellierung zeigt, dass diese Voraussetzung zumindest fur die Energie der
Elektronen gegeben ist: Da nur die untere Halfte des ersten Bandes besetzt wird,
liegen alle Energieniveaus des Festkorpers unter dem des freien Atoms. Wiegt dieser
Gewinn an elektronischer Energie die bei einem Festkorper zusatzlich auftretende
Coulomb-AbstoBung auf, so kann eine Bindung eintreten. Beruicksichtigt man auch die
Dichteverteilung, spricht auch die Erhohung der Ladungsdichte in den Bereichen
zwischen den lonen gegenuber dem Atom fur eine Bindung. Die erhdhte Ladungs-
dichte zwischen den lonen tragt zur Abschirmung der lonen bei und vermindert ihre
Coulomb-AbstoBung. Quantitativ zutreffende Ergebnisse konnen mit dem eindimen-

sionalen Ansatz insbesondere hinsichtlich der Energie nicht erwartet werden kdnnen.

. mechanische Eigenschaften

Metalle sind u.a. durch Biegsamkeit gekennzeichnet, die sich erklaren lasst, wenn man
von einem mindestens zweidimensionalen Gitter ausgeht. Am Gesamtsystem andert
sich nur in den Randbereichen etwas, wenn eine Kristallebene gegen die benachbarte

um einen Atomdurchmesser a verschoben wurde. Im Innern ist weder eine Anderung
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des Potentialverlaufs noch der Eigenfunktion feststellbar. Die Zustande vor und nach
der Verformung sind zwar energetisch gleichwertig, der Prozess der Verformung selbst
erfordert aber eine Aktivierungsenergie. Wahrend des Verformungsprozesses steigen
die CoulombAbstoBungen der lonen an, die Bindung zwischen Teilbereichen wird
abgeschwacht. Bei einem biegsamen Stoff wird die Coulomb-AbstoBung der beiden
Teilkristallite zu jedem Zeitpunkt durch die Absenkung der elektronischen Energie
kompensiert. Bei einem sproden Stoff ware dies nicht der Fall, so dass er unter einer

Scherbelastung zerbrechen wurde.

. optische Eigenschaften

Grundsatzlich kdbnnen Aussagen zu potentiell moglichen optischen Ubergangen
getroffen werden. Inwieweit diese Ubergange tatsachlich zu optischer Absorption
fuhren, wie stark und breit die Absorptionsbanden sein werden, kann nicht allein aus
der Modellierung erklart werden. Jeder Ubergang zwischen einem besetzten und

einem unbesetzten Zustand ist im Prinzip moglich.

Ein Metalldampfe, z.B. Natriumdampf, zeichnet sich durch intensive und schmal-
bandige Absorptionen und Emissionen im sichtbaren Teil des Spektrums aus. Der
Feststoff Natrium absorbiert und emittiert sehr breitbandig uber den gesamten Teil des
infraroten und sichtbaren Spektrums. Erst im Ultravioletten treten Absorptionslucken
auf. Bei einem halbbesetzten Band - wie es fur Natrium der Fall ist - ist eine
quasikontinuierliche Absorption und Emission Uber einen Energiebereich von der
Breite des Valenzbandes moglich, womit sowohl der Bereich des infraroten als auch
des sichtbaren Spektrums abgedeckt wird. Das Auftreten einer Bandlucke zwischen
Valenz- und Leitungsband erklart unmittelbar die Absorptionslucke im Ultravioletten,

die bei Ubergangen zwischen Valenz- und Leitungsband auftritt.

. elektrische Eigenschaften

Der zeitabhangige Vorgang der elektirischen Leitungsvorgange ist mit einer
stationaren Betrachtung nicht erfassbar. Die Voraussetzungen, die ein Mikrosystem

aufweisen muss, damit das makroskopische Material leitfahig sein kann, sind aber
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bekannt. Voraussetzung fur einen Ladungstransport ist die Beschleunigung der
Elektronen durch Energieaufnahme. Damit Elektronen schon bei geringer thermischer
Anregung und geringen auBeren Feldern anregbar sind, mussen in nur geringem
Abstand von dem hochsten besetzten Zustand unbesetzte Zustande vorhanden sein.
Dieses ist bei Systemen mit halbbesetzten Bandern (Metalle mit ungerader

Valenzelektronenzahl pro Atom) immer der Fall.

Liegen Stoffe mit einer geraden Anzahl von Valenzelektronen pro Atom vor, erhalt
man bei einer eindimensionalen Modellierung immer eine Bandlucke zwischen
besetzten und unbesetzten Zustanden, so dass man erwarten sollte, dass alle diese
Stoffe elektrische Nichtleiter sind. Dies widerspricht aber der Erfahrung: Auch Metalle
mit zwei Valenzelektronen pro Atom, d.h. vollbesetztem Valenzband, sind gute Leiter.
zur Erklarung mufBte die Modellierung auch die y- und z-Komponente der Eigen-
zustande berucksichtigen. Dabei wurde deutlich, das es Bander geben kann, die
energetisch mit den besetzten Bandern Uberlappen. Dadurch kann es auch bei Stoffen

mit vollbesetzten Bandern zu elektrischer Leitfahigkeit kommen.

Photoleitfahigkeit kann erklart werden, indem optische Anregung die Voraussetzungen
fur Leitfahigkeit schafft. Die Anregung der Valenzelektronen Uber eine schmale Band-
lucke hinweg zeigt die vorhergesagte Charakteristik: Die Breite der Bandlucke ist

verantwortlich fur die Grenzfrequenz, oberhalb der Photoleitfahigkeit beobachtet wird.

. Vergleich verschiedener Festkorper

Eine Modellierung verschiedener Festkorper mit dem Potentialtopfansatz lauft auf die

Variation der Periodizitatslange und der Breite sowie HoOhe der periodischen

Potentialbarrieren hinaus. Dabei lassen sich folgende Ergebnisse der Modellierung fur

Systeme mit gleicher Anzahl an Atomen halbquantitativ zusammenfassen:

* Je groBer die Periodizitatslange, desto niedriger werden die Eigenwerte und desto
dichter liegen sie beieinander.

e Je hbdher und breiter die Potentialbarrieren, desto schmaler werden die erlaubten
Energiebander.

* Je hdher und breiter die Potentialbarrieren, desto ahnlicher wird die Ladungs-
dichteverteilung in den einzelnen Bereichen niedrigen Potentials.
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In Verbindung mit dem stoffklassenspezifischen Verhalten der Feststoffe bedeutet dies:

* Alle Alkalimetalle zeigen ahnliche Stoffeigenschaften: sie sind weiche, biegsame
Metalle mit silbrigem Glanz, sie sind gute elektrische Leiter. lhre Bindungsenergien
sind vergleichbar. Sie lassen sich durch ein periodisches Potential mit relativ
niedrigen Barrieren, die genauso breit sind wie die Potentialminima, modellieren.
Im Ergebnis weisen sie alle relativ breite Energiebander auf, nur das erste Band ist
halb besetzt. Die Ladungsdichteverteilung ist schwach periodisch.

* Metalle mit mehreren Valenzelektronen und damit einer hoheren Ladung der
Gitterionen weisen geringere lonenradien und hdhere Fermi-Energien auf. In der
Modellierung wird dies durch breitere und geringfugig hohere Potentialbarrieren
berucksichtigt. Diese Metalle weisen eine etwas ausgepragtere Banderstruktur auf
als Alkalimetalle, allerdings kann die eindimensionale Modellierung nicht das
Auftreten von Banduberschneidungen bedingt durch die Dreidimensionalitat des
realen Kristalls erfassen. Elastische Verformbarkeit und Biegsamkeit dieser Metalle
sind niedriger als die der Alkalimetalle. Die insgesamt hbhere Ladungsdichte, ihre
ausgepragtere Periodizitat und die Coulomb-AbstoBung wirken einer Veranderung
der Gitterkonstante entgegen.

* Typische Halbleiter wie Silizium und Germanium zeigen erst bei Energiezufuhr
elektrische Leitfahigkeit und absorbieren ab dem sichtbaren Spektralbereich. Die
gerade Anzahl von Valenzelekironen bewirkt relativ kleine, hoch geladene
Gitterionen und eine hdhere Fermi-Energie. In der Modellierung wird dies durch
relativ ausgepragte Potentialbarrieren groBer Breite und mittlerer Hohe beruck-
sichtigt. In der Konsequenz sind die eng beieinander liegenden Zustande des
ersten Bandes durch relativ hohe Ladungsdichten im Bereich der Potentialminima
gekennzeichnet. Sie sind durch eine Energielucke von denen des zweiten Bandes
getrennt. Die Zustande im zweiten Band weisen hdhere Ladungsdichten im Bereich
der Potentialbarrieren auf.

* Salze lassen sich fur die Modellierung in die verschiedenen, positiven Gitterionen
und die Valenzelektronen unterteilen. Das NaCl-Gitter z.B. besteht aus Gitterionen

Nat, den Gitterionen CI7+ und acht Valenzelektronen pro Gitterbaustein. Das
Potential, das auf ein einzelnes Valenzelektron wirkt, ist im Bereich der hoch
geladenen, kleinen Chlorionen sehr niedrig und hoch im Bereich der Natriumionen.
Vereinfachend werden fur den gesamten Einflussbereich eines lons (= lonenradius)
konstante Potentiale angenommen. In der Simulation erhalt man entsprechend eine
hohe Ladungsdichte im Bereich der Chlorionen und eine sehr geringe Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit im Bereich der Natriumionen. Aufgrund der hohen Potential-
unterschiede sind das hochste besetzte und das niedrigste unbesetzte Band durch
eine breite Energielucke getrennt, alle Valenzbander sind durch dicht beieinander
liegende Energieeigenwerte der einzelnen Zustande gekennzeichnet. Salze sind
aufgrund der hohen Bandlucke und der geringen Bandbreite bei voll besetzten
Valenzbandern elektrische Nichtleiter. Optische Absorption zeigen sie erst bei
hoheren Frequenzen. Die Verformbarkeit ist aufgrund der starken Periodiziat der
Ladungsverteilung sehr gering.
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4.7.4 Die Simulationssoftware ENERGY BAND CREATOR

Die oben skizzierten Effekte der Aufspaltung von Energieniveaus und der
Herausbildung einer Banderstruktur kbnnen z.B. mit der Simulationssoftware ENERGY
BAND CREATOR aus dem Programmpaket VISUAL QUANTUM MECHANICS relativ

schnell , einfach und deutlich demonstriert werden.

In Abb. 4.7.6 sind die charakteristischen Eigenschaften der Software bereits zu
erkennen: Es kdbnnen bis zu 50 einfache Rechteck-Potentiale veranderbarer Tiefe und
Breite in definierbarem Abstand aneinandergereiht werden. Die Tiefe des einzelnen
Topfes betragt maximal - 400 eV, die Breite liegt zwischen 0.1 und 0.2 nm, der Abstand

zwischen 0.1 und 1.0 nm.

Im abgebildeten Beispiel wurden acht einzelne Topfe mit einer Potentialtiefe von - 100
eV aneinandergereiht. Wegen der eingestellten zweifachen VergroBerung sind nur
noch funf Topfe dargestellt.

Abb. 4.7.6: Die Simulationssoftware ENERGY BAND CREATOR
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Erhdht man die VergroBBerung weiter bis zum maximalen Faktor 16, ist auch im tiefsten
Energieband (rechts) noch eine innere Struktur zu erkennen. Die Banderstruktur tritt
deutlich hervor, die Potentialschwelle zwischen einzelnen Teiltopfen jeweils der Tiefe
des gesamten Topfes entspricht. Breite und Abstand der Béander sind genau

bestimmbar.

Abb. 4.7.7: Die Energiebander aus Abb. 4.7.6 in maximaler 16facher Aufldsung

25.0"] 75.0 7]

-31.25 ]

Das Programm ist sehr einfach und schnell zu handhaben. Die Nachteile bestehen
darin, dass die Potentialbarrieren zwischen einzelnen Atomen nicht verandert werden
kbnnen. Ein Potentialverlauf wie er oben fur das Natrium beschrieben wurde, ist mit
dieser Software nicht zu realisieren. Ein weiterer Nachteil besteht darin, dass
Potentialtopfe mit einer Tiefe von bis zu - 25 eV, wie sie oben diskutiert wurden, nicht
befriedigend dargestellt werden kbnnen, da nur noch das tiefste Energieband realisiert

wird.

Die Zustandsfunktionen kbnnen mit diese Software nicht dargestellt werden.
Fur den Mac gibt es schon seit langerem u.a. das cT-Programm -QUANTUM WELL mit

dem sich u.a. auch Kroning-Penney-Potentiale bis - 10 eV Tiefe "von Hand "

konstruieren lassen und das auch die Zustandsfunktionen wiedergibt.
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5 Schilervorstellungen und Unterrichtsverlauf
5.1 Schiilervorstellungen in der Atom- und Quantenphysik

Umfangreichere empirische Untersuchungen zu Schulervorstellungen auf dem Gebiet
der Atom- und Quantenphysik sind, verglichen etwa mit der Mechanik oder der E-
Lehre, relativ dunn gesat. In der Sekundarstufe Il wurden systematische
Untersuchungen zu typischen konzeptuellen Schwierigkeiten von Schulern in der
Atom- und Quantenphysik sowie individuellen Konzepten und Lernprozessen bisher
nur an der FU-Berlin (Lichtfeldt 1992) und an der Universitat Bremen (Bethge 1988,
Petri 1996) durchgefuhrt. Es lasst sich feststellen, dass die Ergebnisse, soweit es die
typischen Schwierigkeiten der Schuler mit quantenphysikalischen Konzepten und Vor-
stellungen betrifft, weitestgehend konsistent sind, so dass sich in diesem Bereich
mittlerweile ein recht klares Bild ergibt. Hinsichtlich der fur den Unterricht zu ziehenden

Konsequenzen ergeben sich ebenfalls einige grundsatzliche Ubereinstimmungen.

Im Folgenden werden die wichtigsten Untersuchungsergebnisse zu atom- und
quantenphysikalischen Schulervorstellungen und den damit verknupften Lern-

schwierigkeiten gegliedert nach zentralen Begriffen zusammengefasst.

. Modell und Wirklichkeit

Schiuler neigen dazu, nicht zwischen Modell und Wirklichkeit zu unterscheiden und
Eigenschaften makroskopischer Korper und diesbzgl. Alltagserfahrungen auf Quanten
und Atome zu Ubertragen. In einem Unterricht zur Atomphysik, der Uber das Bohrsche
Atommodell hinausgeht, lernen Schuler widerspruchliche Modelle kennen, und sie
kbnnen nicht mehr alle Phdanomene mit einem einzigen Modell erklaren. Dies kann zu

Frustrationen und zur Distanzierung vom Realitatsanspruch an Modelle fuhren.

Bei Bethge (1988), der das Vorverstandnis von Schulern zur Atomphysik in Form von
expliziten Konstrukten, die die typischen Schulervorstellungen auf diesem Gebiete
reprasentieren, formuliert, zeigt sich dies in den sich widersprechenden

Vorverstandniselementen M1 und M2.

105



H.Niedderer & J. Petri:  Mit der Schrodinger-Gleichung vom H-Atom zum Festkorper Universitat Bremen 2000

(M1) Modelle werden nicht als "Bilder" der Realitat aufgefasst.
(M2) Modelle dienen der Veranschaulichung

M1 ist ein Zugestandnis der Schuler an die Physik. Da jedes anschauliche Modell
schnell zu Widerspruchen mit Theorie oder Experiment fuhren kann, wenn es zu weit
strapaziert wird, wahlen die Schuler diesen Ausweg. Schuler sprechen gerne von
Denkmodellen. Modelle kbnnen situationsgebunden sein, Schuler verwenden auch
widerspruchliche Modelle im selben Kontext. In der Praxis steht der

Veranschaulichungsgesichtspunkt M2 fur die Schuler aber im Vordergrund.

. Experiment und Messung

Vor dem Unterricht zur Quantenphysik vertrauen Schuler den Messinstrumenten i.d.R.
uneingeschrankt. Eine Wirkung der Messung auf die MessgroBe sehen sie nicht.
Sobald die Schuler die Unbestimmtheitsrelation kennen, andert sich dies; allerdings
gehen die Schuler haufig weiterhin davon aus, dass exakte Messwerte von GroBen
existieren, auch wenn sie aus bestimmten Grunden nicht gemessen werden kdnnen.
Hierzu korrespondiert auch die lebensweltliche Bewegungsvorstellung der Schiuler,
die durch die Kontinuitat der Ortskurve und die Identitat des sich bewegenden Objekts

unabhangig von der Beobachtung gekennzeichnet ist (s unten).

. Energie

Aufgrund der Energiequantelung erhalt der Energiebegriff in der Quantenphysik -
zumindest in fachwissenschaftlicher Sicht - einen neuen Aspekt. Die Energie-
quantelung ist fur Schuler aber weitgehend unproblematisch, sei es in Verbindung mit
diskreten Bahnen oder mit stationaren Zustanden. Sie wird i.d.R. ohne weitere
Begrundung akzeptiert.

Aus Untersuchungen zur Mechanik ist bekannt, dass Schuler Kraft und Energie oft
gleichsetzen. Energie wird demnach als allgemeine Wirkungsfahigkeit (wenn Energie
da ist, muss was passieren, z. B. Photoeffekt) und Aktivitat (z.B. Bewegung) aufgefasst.

Problematisch kann dieser Aspekt in Verbindung mit der Teilchenvorstellung vom
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Elektron werden, da sich beide Vorstellungen gegenseitig stabilisieren. Kinetische und
potentielle Energie sind Eigenschaften des Elektrons, die seine Aktivitat oder seine

Wirkungsmoglichkeit bestimmen.

Die allgemeine Wirkungsfahigkeit kollidiert bei einigen Schulern mit der Energie-
quantelung, da sie nicht verstehen, dass nur bestimmte Energien eine Wirkung

erzielen.

Schuler verwenden den Energiebegriff auch gerne zur Bilanzierung von Vorgangen,
jedoch nicht im Sinne einer abstrakten BilanzgroBe, sondern zur Bilanzierung von
Massen und Teilchenzahlen. Auf diese Weise kbnnen sie auf anschauliche Vorstel-
lungen und Erklarungsprinzipien zuruckgreifen, die nicht im Widerspruch zur
physikalischen Beschreibung stehen. AuBerdem gibt die Argumentation Uber den
Energiebegriff den Schulern die Moglichkeit, ein Stuck weit wieder die durch den
Wahrscheinlichkeitsbegriff "verbotenen" kausalen Erklarungsmuster zu verwenden (s

unten).

Lehrer "mbgen" Schulerargumentationen Uber den Energiebegriff; Schuler stellen sich
darauf ein. Wegen seiner anschaulichen Offenheit und Flexibilitat eignet sich der
Energiebegriff daher gut zur Kommunikation uber quantenphysikalische Phanomene.

Bei Lernstudien zur Bremer Konzeption zur Atomphysik (Petri 1996) ist im
Zusammenhang mit der Interpretation der -Funktion als kontinuierliche Ladungs-
dichteverteilung eine nicht unproblematische anschauliche Verknupfung von Energie

und Ladung als "greifbare" flussigkeitsartige Substanz, die bis zur absoluten Gleich-

setzung gehen kann, festgestellt worden.

. Elektron, Bahn und Bewegung

In allen diesbzgl. Untersuchungen wird die starke Verankerung der Partikelvorstellung
vom Elektron im Sinne eines winzigen, geladenen, sich schnell bewegenden

Materiekugelchens in den Schulervorstellungen festgestellt.

Die Interferenzerscheinungen in Elektronenbeugungsexperimenten werden auf die

wellenartige Fortbewegung einzelner (eiern) bzw. vieler Elektronen (schallwellenartig)
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oder Wechselwirkungen untereinander (StoB) zuruckgefuhrt. An die Grenzen der
Vorstellungsmoglichkeiten der Schuler gelangt man mit dem Ein-Elektron-
Doppelspaltexperiment, in dem die Elektronen einzeln, nacheinander "unterwegs"

sind und bei dem ein einzelnes Elektron offenbar durchbeide Spalte geht.

Der Bahnbegriff hat fur alle Schuler groBe Bedeutung. Der lebensweltlich gepragte
Bewegungsbegriff beinhaltet Kontinuitat des Prozesses (alle Orte zwischen zwei
Punkten werden eingenommen) und Identitat des Objektes (es handelt sich
unabhangig von einer permanenten Beobachtung um dasselbe Objekt). Die
Bewegung der Elektronen ist entweder fur die Entstehung der Wahrscheinlichkeits-
verteilung notwendig, oder sie bezieht sich direkt auf (Kreis)Bahnen. Bethge (1988)

formuliert zum Bahnbegriff fur die Atomphysik folgende Vorverstandniselemente:

(B1) Der Bahnbegriff wird zur Zustandsbeschreibung in der Quantenphysik
abgelehnt; in der Quantenphysik "darf" keine Elektronenbahn angegeben

werden.

(B2) "Bahnen" sind regelmaBige Bewegungen; das "Bahnverbot" bezieht

sich auf diese Auslegung des Begriffs.
(B3) Die Begriffe "Bahn" und "Wahrscheinlichkeit" werden verbunden.
- Die Wahrscheinlichkeit fur eine bestimmte Bahn wird angegeben.

- Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf einem bestimmten Abschnitt einer

Bahn wird angegeben.
- Die Bahnen sind "verschmiert".
(B4) Die Bewegung der Elektronen erfolgt auf Bahnen oder als Schwingung.

In der ersten Gruppe (B1 und B2, ca. 25%) dient der Bahnbegriff zur Unterscheidung
von klassischer Physik und Quantenphysik. Dennoch bleibt die Bewegung fur die
Entstehung der Wahrscheinlichkeitsverteilung verantwortlich. Die Schuler gehen in B1
vermutlich von einem physikalischen Bahnbegriff aus. In diesem Fall kann dadurch ein
unlosbarer Widerspruch entstehen. In B2 bezieht sich das Bahnverbot auf eine
lebensweltliche Bahnauffassung, wonach nur regelmaBige geometrische Figuren als

Bahnen betrachtet werden.
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In B3 und B4 halten die Schuler an der Vorstellung definierter "Bahnen" fest. B3
kennzeichnet Vorstellungen, die bei der Behandlung der Atomhulle in Verbindung mit

"Wahrscheinlichkeit" und "Wellenfunktion" auftreten.

Schuler, die den Bahnbegriff in der Quantenphysik ablehnen, kehren jedoch sehr
haufig bei Fragen nach der Stabilitat der Atome ins mechanische Bild zuriuck
(Ausgleich der Coulomb-Anziehung bzw. Gravitation durch Kreisbewegung oder
Fliehkraft). Die Bewegung des Elektrons wird als eine Art Kraft oder Energie
verstanden, die der Coulomb-Anziehung entgegenwirkt. Das Problem der
elektromagnetischen Abstrahlung beschleunigter Elektronen wird nur von wenigen
Schillern gesehen. Dies widersprache auch der Logik der Schuler, da die Bewegung
der Elektronen ja gerade die notwendige Bedingung fur die Stabilitat des Atoms
darstellt, und da beschleunigte Korper nach der Alltagserfahrung eher Energie
gewinnen als verlieren. Das lebensweltliche Vorverstandnis der Schuler zur Mechanik

spielt hier also eine entscheidende Rolle.

. Wahrscheinlichkeit

Das Schulervorverstandnis zum Wahrscheinlichkeitsbegriff wird ebenfalls von Bethge
(1988) untersucht.:

(W1) Wahrscheinlichkeit als Interpretations- oder Ubersetzungskalkul
(W2) Wahrscheinlichkeit als akausale Beschreibung
(W3) Wahrscheinlichkeit als Ungenauigkeit

Bethge zeigt, dass ca. 80% der Schuler sinnvoll mit dem Wahrscheinlichkeitsbegriff
umgehen konnen (W1). Dies geschieht durch die Verknupfung der Begriffe
Wahrscheinlichkeit und Haufigkeit. Damit wird fur die Schuler eine Ubersetzungs-
moglichkeit fur den quantenphysikalischen Formalismus geschaffen. Interpretiert als
relative Haufigkeit, liefert dieses Kalkul den Schiulern die Maoglichkeit,
guantenphysikalische Phanomene (Interferenzerscheinungen, "verschmierte Bahnen",

Orbitale) fur sie sinnvoll zu deuten.
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Ein Fall, an dem die Schuler mit der Interpretation der Wahrscheinlichkeitsverteilung
als Haufigkeitsverteilung scheitern mussen, ist das schon erwahnte Ein-Elektron-
Doppelspaltexperiment. Auch beim Wasserstoff-Elektron kommt es haufig zu

Konflikten mit ihren Vorstellungen von Elektron und Bewegung.

In W2 und W3 kommt die Unzufriedenheit der Schuler mit der Quantenphysik zum
Ausdruck. Schuler mbdchten den allmahlichen Aufbau der Haufigkeitsverteilung kausal
verstehen kodnnen. Dies ist jedoch in der Quantenmechanik nicht moglich.. Sie

betrachten die Quantentheorie daher als vorlaufig.

Bei W3 wird der Wahrscheinlichkeitsbegriff umgangssprachlich als Ungenauigkeit
verstanden. Aussagen der Physik - hier insbesondere uUber Ort und Bahn des
Elektrons - werden ungenau, was im Widerspruch zum Bild der Schuler von der
Wissenschaft Physik als Grundlagenwissenschaft fur alles, was in dieser Welt
geschieht, steht. Im Falle von Ort und Bahn des Quants besteht eine mogliche Losung
darin, dass Schuler das Maximum der Verteilung mit dem genauen Wert, der in ihrem

Denken existiert, identifizieren.

Auch Lichtfeldt (1992) stellt ein bleibendes Unbehagen von Schulern gegenuber dem

Wahrscheinlichkeitsbegriff, verstanden als Ungenauigkeit, fest.

. Atom

Die nach wie vor dominierende Vorstellung vom Atom ist diejenige von auf
(bestimmten) Bahnen um den Atomkern kreisenden Elekironen. Dies belegen alle
durchgefuhrten Untersuchungen. Diese Modell wird i.d.R. als Bohrsches Atommodell
bezeichnet. In seiner einfachsten Form stellt es ein zweidimensionales Pendant des

Planetensystems dar.

Vor allem aus der Chemie kennen viele Schuler auch das Bild von auf kreisformigen
Schalen "sitzenden" Elektronen. Dieses Schalenmodell und das Planetenmodell

werden von Schulern gerne vermischt oder verwechselt.

Unter dem Einfluss des Quantenphysikunterrichts sind mehrere Entwicklungsstadien

moglich: Zunachst erhalt das Atom raumliche Fulle, die Bahnen kreuzen sich ahnlich
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einem Wollknauel. In gewissem Sinn sind die Bahnen dann "unbestimmt", wie es die
Unbestimmtheitsrelation verlangt. Durch die Einfuhrung des Orbital- oder des
Wahrscheinlichkeitsbegriffes werden die Bahnen dann selbst geweitet: das Elektron
fuhrt eine Wellenbewegung aus oder die Bahn "verschmiert", wodurch sie auch

wiederum in gewissem Sinn "unbestimmt" wird.

Hinsichtlich der Bremer Konzeption zur Atomphysik wurde bei Petri (1996) festgestellt,
dass die Schuler nach dem Unterricht - abhangig von der Intensitat und Stabilitat ihres
individuellen Lernprozesses - kontextspezifische Fragen und Aufgabenstellungen auf
der Basis verschiedener Atommodelle beantworten kbnnen oder zumindest wissen,
dass man z.B. die Stabilitat des Atoms in einem quantenphysikalischen Atommodell
nicht mehr Uber die Kreisbewegung etc. erklaren kann. Die Lernentwicklung zum
Atommodell lasst sich als Prozess der Differenzierung, Neubildung und Integration
mehrerer verschiedener Vorstellungen darstellen. Eine interne "Verwaltungsinstanz"
setzt die verschiedenen Komponenten miteinander in Beziehung. Da alle neuen
Modellvorstellungen in Abgrenzung zur anfangs bereits vorhandenen planeten-
systemartigen Vorstellung gebildet werden mussen, sind nicht alle entwickelten
Vorstellungen gleich stark im kognitiven System des Schulers verankert. Je starker
eine Vorstellung im kognitiven System verankert ist, desto schwacher ist i.a. ihre
Kontextgebundenheit. Die Ausgangsvorstellung (Planetenmodell) ist stark im
kognitiven System verankert (hohe Starke), sie wird deshalb mehr oder weniger
unwillkuirlich und spontan assoziiert. Die vom Schuler immer wieder in bewusster
Abgrenzung neu zu bildenden alternativen Vorstellungen genieBen als quanten-
physikalische Vorstellungen aber - wenn der Unterricht sein Ziel erreicht hat indem
sich diese Modelle aus Schulersicht bewahrt haben - ein hbheres Ansehen (hohen
Status). Die relative Starke einzelner Komponenten kann sich durch Ubung und
Gewbdhnung aber insbesondere auch qua hohem Status allmahlich in die intendierte

Richtung verschieben.

Bei Petri (1996) wurde das Endergebnis der Lernentwicklung zur Atomvorstellung des

Schillers Carl als "Endzustand des kognitiven Elementes Atom" bezeichnet.
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Abb. 5.1.1: Der Endzustand von Carls kognitivem Element Atom (nach Petri 1996, 352)

Inhaltsebene

Planetenmodell
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsmodell

Das Atom besteht aus dem Kern und den Elektronen. Die Elektronen befinden sich in durch

die y-Funktion definierten Aufenthaltsraumen. Die Elekironen bewegen sich nicht.
Ladungswolkenmodell
Das Atom besteht aus dem Atomkern und der Elektronenladungswolke. Diese Wolke

ist statisch. Die Elektronen sind in ein "verschmierten Etwas" aufgeldst.

Verwaltungsebene

Beziehung

Das Aufenthaltswahrscheinlichkeitsmodell geht aus dem Planetenmodell in deutlicher
Abgrenzung hervor. Die Bewegung des Elektrons wird "gestoppt". Die Aufenthaltsbereiche
des Elektrons sind wesentlich groBer (Orbital statt Orbit). Das Ladungswolkenmodell entsteht
in weiterer Abgrenzung von beiden Modellen. Das Elektron als Teilchen wird in eine statische

Ladungswolke aufgeldst.
Starke
Ladungswolkenmodell < Aufenthaltswahrscheinlichkeitsmodell < Planetenmodell

Das Planetenmodell wird spontan assoziiert. Die anderen Modelle werden bewusst davon
abgegrenzt. Diese Abgrenzung ist beim Ladungswolkenmodell wesentlich konsequenter,

deutlicher und expliziter.
Status
Ladungswolkenmodell > Aufenthaltswahrscheinlichkeitsmodell > Planetenmodell

Das Ladungswolkenmodell ist als quantenphysikalisches Modell moderner und hat sich in
vielen Bereichen als erfolgreich und dem Planetenmodell Uberlegen erwiesen. Es ist
plastisch-anschaulicher und in vielen Fallen auch fruchtbarer als das Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsmodell. Das Aufenthaltswahrscheinlichkeitsmodell selbst hat als quanten-

physikalisches Modell einen hbheren Status als das Planetenmodell.
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5.2 Konsequenzen fur die Bremer Konzeption zur Atomphysik

Aus empirischen Untersuchungen zu Schulervorstellungen ergeben sich einige

grundsatzliche didaktische Konsequenzen:

Bereits Bayer (1986) und Bormann (1987) betonen die Stabilitat der lebensweltlich
gepragten Schulervorstellungen vom Elektron bzw. vom Atom. Daraus resultiert das
Bemuhen der Schuler, neue Konzepte der Quantenphysik so zu deuten, dass sie in
die ihnen vertrauten Vorstellungen integriert werden kdonnen. Gelingt dies nicht, kann
es zu Frustrationsreaktionen kommen. Solche Effekte werden u.a. bei Bethge (1988)
beschrieben. Bethge (1992) fordert daher die Behandlung einer Vielzahl von
Phanomenen, so dass eine Ubergreifende Theorie entwickelt werden kann. Werden
groBe Theoriebereiche anhand eines einzigen Standardphanomens eingefuhrt, wird
dadurch die lebensweltliche Schulerlogik des "hier und jetzt" gefordert, die zu
untereinander widerspruchlichen Erklarungen fur verschiedene Phanomene fuhren

kann.

Bethge (1992) mahnt auBerdem Vorsicht mit mechanischen Analogien an, da diese
den Schulervorstellungen so nahe kommen, dass die Schuler schwer zwischen

Quantenphysik und Analogie differenzieren kbnnen.

Lichtfeldt (1992) fordert eine Gewbdhnung der Schiler an die Unanschaulichkeit der
Quantenphysik, insbesondere wird die Vorstellung von Materiewellen abgelehnt. Das
mechanistische Denken der Schuler muss erschuttert werden, u.a. durch eine
ausfuhrliche Diskussion von Elektronenbeugungsexperimenten. Die Veranderung der
Schulervorstellungen erfordert die Bewusstwerdung von Vorstellungen. Im Unterricht

muss daher ein hoher Interaktionsanteil zwischen den Beteiligten gewahrleistet sein.

Diesen Befunden sowie weiteren in Kap. 5.1 dargestellten vorverstandnisbedingten
Schwierigkeiten will die Bremer Konzeption zur Atomphysik Rechnung tragen. Dabei
stehen Bestrebungen, eine sowohl den Schulern als auch der Quantenphysik ange-
messene Alternative zu den lebensweltlich gepragten und sehr stabilen
Schulervorstellungen einer Bahnbewegung von Elektronen im Atom zu entwickeln

und zu vermitteln, im Zentrum.
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. hoher Interaktionsanteil, Bewusstwerdung von Vorstellungen

Die Bewusstwerdung und explizite Reflexion von Vorstellungen sind fur die
Etablierung einer solchen Alternative unabdingbar. Ein hoher Interaktionsanteil im
Unterricht ergibt sich von daher fast zwangslaufig. Es empfiehlt sich, zu Beginn der UE
die bei den Schulern bereits vorhandenen Atomvorstellungen und Begriffe zu
ermitteln. Zu Beginn des 13. Schuljahres kann sich, abhangig vom bisherigen
Chemie- und Physikunterricht und anderen Einflussen, bereits ein relativ komplexes
Bild von unterschiedlichen oder vermischten Modellvorstellungen ergeben. Eine
(Bahn)bewegung von Elektronen kann - auBer mit einem Planeten- oder
Schalenmodell - auch bereits mit einem Orbitalmodell mit "Elektronenwolken" oder

Aufenthaltswahrscheinlichkeiten verknupft sein (vgl. Kap. 5.1 und 4.3.4).

Wissenschafts- und erkenntnistheoretische Positionen der Schuler zu reflektieren
kann gerade in der Atom- und Quantenphysik hilfreich und notwendig sein, um
Verstandnisschwierigkeiten z.B. hinsichtlich von Messvorgangen (Einfluss der
Messung auf den Zustand des Systems) und Akzeptanzproblemen bei Wahr-
scheinlichkeitsaussagen oder der Unbestimmtheitsrelation (ungenaue, vorlaufige
Physik?) zu begegnen.

Ein hoher Interaktionsanteil wird auch durch zahlreiche, z.T. das individuelle

Schilervorverstandnis zu Tage fordernde Gruppenarbeitsphasen gewahrleistet.

. Anwendungsorientierung

Mit der Anwendungsorientierung, bei der u.a. die Ladungsdichteinterpretation der -

Funktion in einem breiten Phanomenbereich vom H-Atom bis zu Festkdrpern benutzt
wird, berucksichtigt die Bremer Konzeption die entsprechende Forderung von Bethge.
Die Frustrationseffekte bei Schulern, verursacht durch den Indeterminismus bei
Zustandsanderungen in der "Quantenwelt", werden nachweislich stark verringert,
wenn Schuler die Relevanz und die Vorteile quantenphysikalischer Atommodelle

gerade in den uber das H-Atom hinausgehenden Anwendungen erfahren.
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. Anschaulichkeit

Trotz der von Lichtfeldt geforderten Unanschaulichkeit in der Quantenphysik bietet die
Bremer Konzeption zur Atomphysik den Schulern eine anschauliche Alternative zu
einem Planetenmodell an. Damit setzt sie sich der von Bethge gesehenen Gefahr aus,
dass die Schuler anschauliche Analogien als "vergroBerte Wirklichkeit" betrachten und
sie mechanisch uberinterpretieren. In fruheren Unterrichtsversuchen wurde z.B. be-
obachtet, dass einige Schuler sich die Lokalisation eines Elektrons im Atom - also den
Kollaps der Zustandsfunktion - nur begreiflich machen konnten, indem sie sich diesen
Prozess entweder als Zusammenziehen einer Ladungswolke quasi mechanisch

vorstellten oder ihn sich mit der Formel E = mc™ im Sinne von "aus einer Energie-

Ladungswolke wird ein massives Teilchen" erklarten.

Um diesen zwar nachvollziehbaren aber unangemessenen Ideen der Schuler
entgegenzuwirken, wurde in Kapitel 4.3.4 auf den Begriff der Ladungswolke verzichtet.
Der "Als-ob-Charakter" des anschaulichen Atommodells soll statt dessen durch eine
Analogie verdeutlicht werden, die weniger Gefahr lauft, von den Schulern mit der
Realitat verwechselt zu werden. Die "Luftballonanalogie", die den Lokalisations-
prozess und damit den Bezug zur experimentellen Situation mit beinhaltet, erscheint
hierfur geeigneter. Die Schuler sollen durch dieses weit von physikalischen
Fachbegriffen entfernte Bild darin bestarkt werden, es - trotz seiner Anschaulichkeit -
im Sinne des Vorverstandniselements M1 von Bethge (Kap. 5.1) nicht als Abbildung

der Realitat aufzufassen.

. Zustandsbegriff

Zur Erarbeitung einer anschaulichen Alternative zu Bahn- und Bewegungs-
vorstellungen in atomaren Dimensionen ist der Zustandsbegriff in der Bremer
Konzeption von Anfang an zentral. Bei Deylitz (1999) wurden gegenuber Petri (1996)
verstarkte Anstrengungen unternommen, den Zustandsbegriff den Schulern als
Fachbegriff der Physik zu vermitteln. Eigenzustande konnen uber graphische
Darstellungen der Zustandsfunktionen und Kontenflachen veranschaulicht werden.

Bei mechanischen stehenden Wellen kbnnen Eigenzustande bzw. die Knotenflachen-
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systeme unmittelbar sichtbar gemacht werden (Kap. 4.2). In Kap. 4.1.2 wurden die
Besonderheiten des quantenmechanischen Zustandsbegriffes und die Unterschiede
zu stehenden Wellen noch einmal herausgearbeitet. Dies ist auch im Unterricht - auf

angemessenem Niveau - unbedingt zu leisten.

. Ladungsdichteverteilung und 1-Funktion

Die Interpretation der Zustandsfunktion 1 als Kkontinuierliche, bewegungslose

Ladungsdichteverteilung erscheint auf Schulniveau als die einzig tragfahige
Konsequenz zur Bildung einer anschaulichen Atomvorstellung. Die raumliche
Ausdehnung des Elektrons entspricht der GroBe des Atoms. Den Schulern muss
deutlich werden, dass die Vorstellung von Elektron als winzigem Materiekugelchen
nicht einfach - d.h. ohne Berucksichtigung der experimentellen Situation - in den

Dimensionsbereich von wenigen Nanometer und darunter extrapoliert werden darf.

Als Zugestandnis an die auch in Schulbuchern uberwiegend verwendete Aufenthalts-
oder Antreffwahrscheinlichkeitsinterpretation wird diese Deutung ebenfalls unter dem
Namen Lokalisationswahrscheinlichkeitsdeutung diskutiert. Begriffe wie "Aufenthalt"
sind bzgl. unangemessener Vorstellungen (Korpuskelbewegung) sehr suggestiv. Der
Begriff der Lokalisation bringt den Zusammenhang mit einem den stationaren Zustand
irreversibel zerstorenden Wechselwirkungs- bzw. Messprozess deutlicher zum
Ausdruck. Das Elektron muss durch eine entsprechend starke Wechselwirkung in
einen Zustand von verglichen mit dem Atomradius kleiner raumlicher Begrenzung

gezwungen werden.

Die zugehorigen Abbildungen mit Punkltdichteverteilungen (s. Abb. 4.3.4.a) mussen
intensiv dahingehend erlautert werden, dass sie nicht wie z.B. Interferenzbilder am
Doppelspalt gewonnen werden kdnnen, und dass es sich nicht um eine Elektronen-

wolke oder "Momentaufnahmen" der Bewegung eines einzelnen Elektrons handelt.

Bei den angeregten s-Zustanden des H-Atoms konnte beobachtet werden, dass

Schuler, die von einer Bewegung des Elektron im Atom ausgingen, meinten, das

Elektron wurde sich jeweils nur im durch den auBersten Bauch der 1-Funktion
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beschriebenen Bereich aufhalten. Denn wie sollte das Elektron die Nullstellen der -
Funktion uUberqueren, wenn es sich dort per Definition nie aufhalten darf?
Entsprechend betrachteten diese Schuler die einzelnen Bauche der y-Funktion auch

als getrennte Orbitale, vermutlich mit bedingt dadurch, dass der Orbitalbegriff wegen
seiner Nahe zum Orbit ohnehin Bahnbewegungen um den Atomkern nahelegt. Die
kontinuierliche Ladungsdichteinterpretation ist hier im Vorteil. Mit den Nullstellen der

y-Funktion ergeben sich keine anschaulichen Probleme. Bei nicht radial-

symmetrischen Orbitalen kann die Ladungsdichtedeutung ebenfalls "Punkte

sammeln", da diese Orbitale keine "Planetenbahnen" mehr zulassen.

Entscheidende Punkte sammelt diese Deutung bei der Veranschaulichung der
Teilabschirmung der Kernladung durch innere Elektronen sowie bei der
Molekulbindung: Eine kontinuierlich um den Kern verteilte negative Ladung schirmt
besser ab und eine hohe negative Ladungsdichte zwischen den Kernen bindet das
H,"-Molekulion plausibler zusammen, als ein um einen bzw. zwei Kerne "flitzendes"
Korpuskel (Kap. 4.5.1 bzw. 4.6.2). Ebenso ist auch die Behandlung des Festkorpers
geeignet, einem Atommodell nach Schrdodinger bei Schulern hohes Ansehen zu
verschaffen. Hier sei noch einmal speziell an das in Kap. 3.7 erwahnte

"Quantengehege" auf Festkdrperoberflachen erinnert.

. Potentialbegriff

Wie bereits in Kap. 4.3.2 dargestellt, wird in der Bremer Konzeption zur Atomphysik
konsequent von einem Potential, unter dessen Einfluss ein Elektron steht, gesprochen.
Die Einfuhrung eines effektiven Potentials zur Kennzeichnung der vorliegenden
"Krafteverhaltnisse" ist in der elementaren Atom- und Quantenphysik durchaus ublich.
Der Potentialbegriff scheint ebenfalls geeignet, um auch bzgl. von
Veranschaulichungen des Atoms den Unterschied zu einem Planetenmodell fur
Schiuler herauszustellen. Den Schulern wird bei der Erarbeitung der Schrodinger-
Gleichung explizit bewusst gemacht, dass der Begriff der potentiellen Energie des

Elektrons (genau wie der Begriff der kinetischen Energie) unangemessene partikel-
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mechanische anschauliche Assoziationen weckt. In quantitativen Betrachtungen wird

ausschlieBlich das Symbol V verwendet.

Die Vorteile einer Potentialvorstellung gemaB eines Kraftfeldes um den Atomkern
erweisen sich z.B. bei der Diskussion des klassisch verbotenen Bereiches der -

Funktion, fur den gilt E - V < 0 (Kap. 4.4.5). Ein klassisch gedachtes, sich in diesen
Bereich aufhaltendes Elektron hatte hier paradoxer Weise eine seine Gesamtenergie

Ubersteigende potentielle Energie bzw. eine negative kinetische Energie.

5.3 Unterrichtsverlauf: Uberblick iiber mégliche Alternativen

. Zum Thema Zeitbedarf

Die jungsten Unterrichtserprobungen der Bremer Konzeption zur Atomphysik
erstreckten sich jeweils Uber ca. 75 Unterrichtsstunden. In dem meisten Fallen wird
nicht annahernd soviel Zeit fur dieses Themengebiet zur Verfugung stehen. Als
Richtschnur wird von 8 - 10 Unterrichtswochen ausgegangen, woraus sich fur einen
Leistungskurs maximal 50 Schulstunden errechnen. Wegen Klausurterminen und
anderer Schulveranstaltungen werden davon noch einige Stunden abzuziehen sein.
In der Praxis wird man daher gezwungen sein, einige der in Kap. 4 dargestellten

Inhaltsbereiche zu kiurzen oder auch ganz wegzulassen.

Durch eine Einteilung in Grund- und Erganzungsbausteine soll diese Auswahl ermog-
licht und erleichtert werden. Allerdings liegen fur die gegenuber der Deylitz (1999)
zugrunde liegenden Version des Konzeptes vorgenommenen Veranderungen noch
keine Unterrichtserfahrungen vor. Dies betrifft insbesondere den neu gestalteten
Abschnitt 1 und die Software MODELLUS, durch deren Einsatz eine Zeitersparnis von
der ca. einer Unterrichtswoche erwartet wird. Insofern sind die unten dargestellten

Verlaufsubersichten hinsichtlich des Zeitbedarfs zusatzlich relativ unsicher.
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. Zum Thema Grundkurse

Fur Grundkurse liegen bisher weder Unterrichtserfahrungen noch ein ausgearbeitetes
Konzept vor. Wesentliche Aspekte der physikalischen Inhalte sollten aber auch dort zu
vermitteln sein. Sicher wird man bei der Behandlung von stationaren Zustanden und
Schrodinger-Gleichung (SGL) deutliche Abstriche machen und sich auf wenige
grundsatzliche qualitative und halbquantitative Zusammenhange beschranken. Evil.
kann man auf den Einsatz von Modellbildungssoftware ganz verzichten und nur die
Ergebnisse der Losung der SGL diskutieren und interpretieren. Eine interessante
Alternative (und Erganzung fur den Leistungskurs) bieten zwei kleine von J. Kublbeck
entwickelte Lernprogramme zur Schrodinger-Gleichung. (download kostenlos unter:
http://wpex40.physik.uni-wuerzburg.de/~wr/neue_medien_pu.html). Auf jeden Fall
sollte naturlich auch im Grundkurs eine anschauliche Alternative zum Bohrschen
Atommodell entwickelt werden. Die Anwendungsorientierung und schulervorver-
standnisorientiertes Arbeiten blieben grundsatzlich ebenfalls unberuhrt. Man sollte

sich also nach Moglichkeit u.a. nicht allein auf das H-Atom beschranken.

. Vorschlage fir den Unterrichtsverlauf

Die abschlieBende Tabelle basiert auf der inhaltlichen Gliederung aus Kap. 3 in
sieben Unterrichtsabschnitte, die z.T. noch in Grund- und Erganzungsbausteine
untergliedert sind. Fur jeden Teilabschnitt wurde ein Zeitbedarf abgeschatzt. Soweit
wie moglich wurden Erfahrungswerte aus bisherigen Realisationen zugrunde gelegt.
Zusatzlich wurde ein Zeitbedarf fur Klausuren und deren Vorbereitung einkalkuliert. Je
nach Lerngruppe (Leistungsvermodgen, Interessen, Schwierigkeiten, etc.), Unterrichts-
stil und Arbeitsmethoden werden sich naturlich weitere Abweichungen in Umfang,

Themenfolge und Behandlungstiefe ergeben.

Die Tabelle enthalt neben der unter Normalbedingungen zu umfangreichen Voll-
version (Max.) von 80 Schulstunden eine sich auf einige Grundzuige beschrankende
und auf ganze Abschnitte verzichtende Minimalversion (Min.) von 35 Schulstunden
und einen Vorschlag fur eine "Normalversion" (Nor.) von 45 Schulstunden. Alternative

Gewichtungen und weitere Abstufungen sind moglich.
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Die Themenfolge orientiert sich primar an physikalisch inhaltlichen Aspekten. Unter
allgemeinen oder fachspezifischen methodisch-didaktischen Aspekten empfiehlt sich
an einigen Stellen u.U. eine abweichende Vorgehensweise; z.B. kann

* in Abschnitt 2 der Einstieg auch Uber den sehr anschaulichen und einpragsamen
Versuch mit dem Tamburin erfolgen.

» die Erarbeitung der Analogie mechanische Eigenschwingungen - Atome an
mehreren Stellen einen Vorgriff auf die Atomphysik nahe legen.

» die in Abschnitt 3 angesetzte Interpretation der y-Funktion ganz oder teilweise nach
Abschnitt 1 vorgezogen oder hinter die Modellierung des H-Atoms verlegt werden.

. Rickmeldung erbeten

Es ist nicht bekannt, ob und inwieweit die Bremer Konzeption zur Atomphysik oder
Teile von ihr auBerhalb der empirisch begleiteten Realisationen etwa von einzelnen
Lehrerinnen und Lehrern mit Hilfe der bisher verodffentlichten Materialien bereits
ausprobiert wurden. Erfahrungsberichte, Fragen, Hinweise, Anregungen und Kritik von
Lehrerinnen und Lehrern, die die Bremer Konzeption zur Atomphysik in der einen oder
anderen Variante realisiert haben bzw. realisieren modchten, sind (nicht nur vor diesem

Hintergrund) sehr willkommen.

Tab. 5.3.1: Alternativen zum Unterrichtsverlauf

Unterrichtsabschnitt Max. | Min. [ Nor.

Abschnitt 1: Atombau und Spektrallinien 9 7 7
* Befragung/ Gesprach zum Vorwissen zu Atommodellen 1 1 1
* Historische Entwicklung (Antike bis Rutherford) 5 i i
* Untersuchung des Wasserstoff-Spektrums (Balmer-Lampe) 5 5 5

Deutung mit E = h f (Existenz diskreter Energieniveaus)

* Leistung und Kritik der Bohrschen Postulate, Widerspruch zur
HU als Motiv fur neues Atommodell, Schrodinger: Idee von de| 2 2 2
Broglie auf Elektronen im Atom Ubertragen

* Unterschied: Klassische Teilchen und Quantenobjekte,
Zustandsbegriff und -funktion, Eigenzustande, Ubergange

Abschnitt 2: Eigenzustande mechanischer Wellen

* Demonstrationsexperiment zu stehenden Seilwellen, Eigen-
zustande bei homogener und inhomogener Massenverteilung

N
N s
N o
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* Differentialgleich., Krummungsbegriff, Bezug zur Atomphysik
* Eigenzustande des Tamburins, Bezug zum Atom

* Untersuchung stehender Schallwellen, Bezug zum Atom

e Einfuhrung in MODELLUS

» Experimente und Modellierung zu stehenden Seilwellen

Abschnitt 3: y-Funktion und Schrédinger-Gleichung
* Die Analogie stehende Wellen - Eigenzustande des Atoms
* Interpretation der y-Funktion

* Erarbeitung und Diskussion der SGL

Abschnitt 4: Einelektronensysteme | (H-Atom)
e Einfuhrung in MODELLUS

* Modellierung der SGL, Bestimmung der Eigenzustande
* Diskussion der Ergebnisse

* Experimentelle Bestimmung von Atomradien

* Franck-Hertz-Versuch (qualitativ)

* Modellierung wasserstoffahnlicher lonen

Amwmbpogbm—s\,m—n—u—nm

* nicht radialsymmetrische Zustande, Periodensystem

-
()]
1

Abschnitt 5: Mehrelektronensysteme | (H6here Atome)
* Uberlegungen zur Abschirmung, Erweiterung des Modells

* Arbeitsteilige Modellierung u. Auswertung von He und evil. Li
* Rontgen-Strahlung

* Modellierung weiterer hbherer Atome

Abschnitt 6: Einelektronensysteme Il (H,"-Molekilion)
* Voruberlegungen und Erarbeitung des Modells

* Modellierung und Auswertung einiger Zustande

Abschnitt 7: Mehrelektronensysteme Il (Festkérper)
* Potentialtopfnaherung, Modellierung (2) oder Simulation (1)

* Erklarung physikalischer Eigenschaften

NN WY w D gl © D o0 N

* Quantengehege/Rastertunnelmikroskop

1
N YRS

-
o
w

1 bis 2 Klausuren mit Vorbereitung

(o]
o
w
a
($)]
o

Summe der Stunden
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Anhang

A.1 Tabellen und Abbildungen

. Mechanische stehende Wellen
. Versuchsaufbau und Amplitudenfunktionen stehender Seilwellen
Perlonschnur Perlen Elektromotor

Umlenkrolle / \

4———38cm —»4-15cm >

Gewicht
. y(x) als reales Foto des Experiments bei f = 8.6 Hz
. y(x) als reales Foto des Experiments bei f = 20 Hz
L g p@Tﬂ
y———T
. y(x) als reales Foto des Experiments bei f = 27 Hz

A



H.Niedderer & J. Petri: Mit der Schrbodinger-Gleichung vom H-Atom zum Festkorper Universitat Bremen 2000

. Eigenfrequenzen und Knotenlinien eines Tamburins
X 0 2 3
n -9 1
| r
1
139 Hz
2
304 Hz 435 Hz 581 Hz
Eigenfrequenzen und Knotenlinien
3 eines Tamburin
. Eigenschaften 1-, 2- und 3-dimensionaler stehender Wellen
Stehende Wellen Eindimensional |Zweidimensional Dreidimensional
Beispiel Seilwellen Tamburin Schall in Glaskugel
Knotenart Punkte Linien Flachen
Knotensysteme Ein System Zwei Systeme, z.B. Drei Systeme, z.B. Kugelflachen,
Kreise und Geraden | Ebenen, Doppelkegel
Zustandszahlen eine, z.B. n zwei, z.B.n,m drei, z.B.n, m, |
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. Krummung

Die Kurve y(x) zeigt in Punkt 1 eine
groBere Steigung yq' als y2' in Punkt 2.
Die Steigung nimmt ab, die Krummung ist
negativ. In Punkt 3 ist die Krummung
kleiner, die Steigung andert sich weniger
stark.

Die Abbildung zeigt eine .
Sinuskurve: In der Umgebung ﬁ 1
von Punkt 1 ist die Krummung k
betragsmaBig  gering, die Yo
Funktion kann mit einer Ge- | ]
raden angenahert werden.

Zwischen 2 und 3 nimmt die

Krummung zu, der Graph neigt <
sich zunehmend starker. In 3 :
ist die Krummung betrags-
maBig maximal. lhr Vorzeichen
ist negativ, weil sich die Kurve
mit dem Uhrzeigersinn dreht.

A=2m/ k

In 8 ist die maximale Krum-
mung in entgegengesetzter

Richtung erreicht. Ihr Vor-
zeichen ist positiv, weil sich die
Kurve gegen den Uhrzeiger-
sinn dreht.

. Zur Analogie zwischen Amplitudenfunktionen der Eigenzustande stehender

Seilwellen und stationaren Zustanden in Atomen

EIGENZUSTAND n

Stehende Seilwelle

Frequenz fp

Amplitude yn(x)

Eindimensional: Knotenpunkte
Randbedingung: Knoten

Materieller Rand

Inhomogene Massenverteilung ms(x)
yn"() ~ = n? M) yn(x)

yn : Einhullende der Seilbewegung

¥n: Direkt beobachtbar

Stationares Elektron

Energie Ep

Amplitude yn(r)

Dreidimensional: Knotenflachen
P=>0
Begrenzendes Potential (Kraftfeld)

Randbedingung:

Radiusabhéangiges Potential V(r)
yn (N ~-[En -Vl yn(r)
Yn: Keine Bewegung im Zustand

Nur | Yn I? interpretier- und messbar
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. Zustandsbegriff, y-Funktion, Schrddinger-Gleichung

. Klassischer und quantenmechanischer Zustand eines Elektrons

Klassischer Zustand des Elektrons

Quantenmechanischer Zustand

Allen Observablen kann jederzeit und
gleichzeitig ein prinzipiell unbeschrankt
genauer Wert unabhangig von einer Messung
zugesprochen werden.

Der momentane Zustand des Elektrons ist
durch seinen Ort und seinen Impuls exakt
definiert. Eine Messung hat prinzipiell keinen

Zu einem bestimmten Zeitpunkt hat nur ein
Teil der prinzipiell messbaren Observablen
des Elektrons einen exakt definierten Wert.

Die Zustandsfunktion beinhaltet die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten fur Zustande mit
scharf bestimmten Observablen (Eigenzu-
stande mit Eigenwerten). Durch Messungen

von Observablen werden Eigenzustande
erzeugt bzw. vernichtet.

Einfluss auf den Zustand.

Beispiel: stationarer Energieeigenzustand n

Observablen: Ladung: -e
Masse: m Observablen: Ladung: -€
Energie: E(t) Masse: m
Impuls: p(t) Energie: E,
Ort: x(t) Impulsverteilung: Y(p)
Ortsverteilung: P(X)

Veranschaulichung:

Winziges geladenes Kugelchen, das auf einer Veranschaulichung:

bestimmten Bahn durch den Raum fliegt bzw.
das sich in Ruhe befindet

stationare, bewegungslose, kontinuierliche
Verteilung unterschiedlicher Dichte (s. unten)

: Zur Entwicklung der SGL benutzte Beziehungen und Deutungen
* klassische Mechanik: Ekin=1L.m'v2 ; p=mv ; E=Ekjn+ Epot
1
* stehende Wellen: V') =-k2y(x) bzw. y'(r)=- 4n2-ﬁ-y(r)
q,.9
* elektrisches Feld: Fy(n) = L-l—zz V() =[F, (ndr
4]'[80 r
* Quantenphysik: A=h/p

* Quantenphysikalische Gleichungen wie A = h / p oder die SGL erkennt man an der Planckschen
Konstante h. Die Konstante h verknupft GroBen des klassischen Teilchenbilds mit klassischen
WellengroBen. Gleichungen wie die SGL oder die de Broglie-Beziehung kbdnnen als
Ubersetzungsgleichungen vom Teilchen- ins Wellenbild gedeutet werden.

® Das Potential V(r) wird als "Kraftfeld" um den Atomkern, das auf das Elektron wirkt, gedeutet. Es
wird anstelle von Epot im Energiesatz verwendet.
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. Die Schrodinger-Gleichung

Die eindimensionale, stationare SGL als Grundgleichung der Atomphysik

bzw. ¥ ") =- 8n2-h—”;-(En V() ¥ n(0)

V(r) errechnet sich fur das H-Atom aus der Coulomb-Kraft F; zu:

1 (-e)-e 1 €
_f . 2 . dr‘ - 4 .
dreg TEQ v

o.¢]

r
V(r) =—fFC(r')-dr' =
0]

Die eindimensionale, stationare SGL des H-Atoms lautet:

m 1 ¢
" = - 82 NV (E £,
Y n"(n) 2 (n+4mSO r) Y n(r)

. Zum Einfluss der Krummung auf den Verlauf der y-Funktion

\(En- V() LT |letzter Wendepunkt

/’Psi (n=3)] %

///

0.00

(En-V([)=0

NS \
y _ K rimmung von der Achseweg
Krimmung zur Achse hin

I 1
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60

Radius in nm
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a)

Veranschaulichung von a) Lokalisationsahrscheinlichkeits- und b)

Ladungsdichteverteilung des Elektrons im Grundzustand des H-Atoms

Jeder Bildpunkt stellt eine Lokalisation des
Elektrons dar. Messungen an Vvielen
Atomen ergeben ein Bild, dessen Punkt-
dichte proportional hpl2 ist und die Wahr-
scheinlichkeit veranschaulicht, das Elektron
im jeweiligen Volumenelement AV lokali-
sieren zu kdnnen.

Die Punktdichte nimmt nach auBen
exponentiell ab.
Das H-Atom

b)

Das Elektron nimmt den ganzen durch den
Zustand n = 1 beschriebenen Raum ein.
Die zweidimensionale Veranschaulichung
zeigt die nach auBen exponentiell
abnehmende Ladungsdichte.

elpl?AV gibt den Teil der Ladung des
Elektrons im Volumen AV an. Dabei handelt
es sich nur um eine RechengroBe. Bei
Ladungsmessungen  wird immer die
gesamte Elementarladung gemessen.

Ubergange und Spektrallinien des H-Atoms

Infrarot Sichtbar uv

(Bs - 5s) 7400 nm (3s - 2s) 656 nm (2s-1s) 122 nm
(5s - 4s) 4050 nm (4s - 2s) 486 nm (3s-1s) 103 nm
(Bs - 4s) 2695 nm (5s - 2s) 434 nm (4s-1s) 97 nm
(4s - 3s) 1875 nm (6s - 2s) 410 nm (5s-1s) 95 nm
(5s - 3s) 1282 nm (6s-1s) 94 nm
(6s - 3s) 1094 nm
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. Sichtbares Spektrum des H-Atoms

Farbe Wellenlange | Frequenz f Photonenenergie hf
rot 656 nm 457 GHz 1,89 eV
tarkis 486 nm 617 GHz 2,55eV
blau 434 nm 691 GHz 2,86 eV
violett 410 nm 731 GHz 3,02eV
. Anregung und Emission
Emission
-0,38 eV —s
0,55 eV ™ W 5
-0,85 eV 7 Y i 4s
156V ——g Yy 3
l IR-Linien
346V —x yvy 25
sichtbare Linien
(Bamerserie)
-13,6 eV Jyvy Grundzustand 1s
Anregung UV-Linien
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Einige Zustandsfunktionen des H-Atoms

Zust. | (n,m, ) | Funktion Zust. |[(n,m,l) Funktion
' z r -
Ta —c-[%).[g_l).e 3
1s |1,00 |v=C€? 3p, (31,41 [VTC (a) (6 a) ©
r ] r
r “on X Tan
- C- .o 2a =c-([2)[-_).-0 32
2s [2,00 |¥=C (2—5) e 3, [31,1 |V C(a> (6 a) e
X — '
o (X .o 2a e N (6" .o 2
2p, [2,1,41 |V C(a) © 3py, (31,0 w—c(a) (6_a) ©
r ( \ r
).e 2 XY\ .o 3
w=c-(— e <4 Y=Ci—> '€
2p, |2,1,0 a 3d,, [3.2+2 \az}
r / \ r
Z “on y-Z "3a
] w=c-<—)-e 2a y=Cf =5 -e
2p, [2,1,-1 a 3d,, |[3,2,+1 \ a2 /
AN (X-Z) —
Y=C|27-18-+2—|-e y=c{~-1-e 3
3s 3,0,0 ( a a2 3d,, [3,2,0 \ a2 }
r
80.h2 ) x2—y2 “an
a= = 0, 053nm: Radius des Maxi- 3dX,. | 3,2, -1 v=C- > e
e -m a
mums des Grundzustands = Bohrscher Radius 2 2 r
_ (37 -17)
¢ = jeweilige Normierungskonstante 3d,, 3,2,-2 v=C a2 €
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. Die s-Zustande n = 1 bis n = 4 des H-Atoms (eindimensionale SGL)
Zustandsfunktionen y(r) radiale Dichteverteilungen P,(r)
n=4 E,=-0.85eV n=4 E,=-0.85eV
psi
0.04 F P
002 ob
N N N N N N N 14
0.50 1.00 1.50 2.00 2.5n 3.00 3.50
-0.02 F
-0.04 F 50 00 50 200 250 300 !
n=3 E,=-15eV n=3 E=-15eV
psi Pr
0.05 |
. ,-".' \\\, 100 ;“.‘1
JI.I / ‘\\ /
". j ~ ~ /
| L . e ) y | osof /
'| ‘|‘ 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 ™ \.\_\
| ,"' 750 00 - 72? ’
n=2 E,=-34eV
n=2 E,=-34¢eV
. Pr
psi
ooz b 400 F
0.01 300 F
L N Y
0.50 1.00
200 F
-0.01
-0.02 100
-0.03 14
U.ISU 1,IKJIJ
n=1 E=-136eV n=1 E,=-136eV
psi
b Fr
1000 F
800 F
6.00 F
400
200 F
L N Y
0.50 0.60 ) ) v
0.30 050 0.30 0.40
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und Veranschaulichungen der zugehorigen Ladungsdichteverteilungen
(s-Zustande)

Der Radialteil R(r) der Lésungen einer dreidimensionalen SGL des H-Atoms
Radialtei R(r)

n=1
psiv

1.00

Ladungsdichteverteilung e'Rz(r) (Schnitt)
n =1

0}70
n=2
psiV

n=2
1.00

0.50 -I
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Atomradien und lonisierungsenergien

Radiale Dichteverteilung, Bohrscher Radius a,und Wendepunkt r,

n=1 E.=-13.6eV

Fr
10.00
8.00
6.00 F
400 F
200 F

PRI S S T T PRI S | | - y
0.10 0.20 0.30 0.40
) "o
. Zur Bestimmung des lonenradius in Kristallgittern
a b
Sender Empfanger

30

Probe

Sender

Wegunterschied

Empfanger
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. Die Ladungsdichteverteilung von Nickel-Phthalocyanin

(9] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 nm
| 1 L 1 | L I L | | ]
. Atom- und lonenradien: Experimentelle (oben) und modellierte Werte (unten)
Element Kovalenter aus gaskinetischer| in Kristallgitter aus Wirkungs-
Bindungsradius Theorie querschnitt
H 0.032 nm 0.126 nm
He 0.110 nm 0. 224 nm
Li 0.152 nm 0.151 nm
Li+ 0.068 nm
Element Bohrscher Maximum der (r)- | Letzter = Wende-| 68% der| 90% der
Radius Funktion punkt der (r)- | Gesamt- Gesamt-
Funktion ladung ladung
H 0.053 nm 0.053 nm 0.106 nm 0.093 nm 0.142 nm
He - 0.025 nm - 0.045 nm 0.070 nm
Li - 0.150 nm - 0.220 nm 0.300 nm
Li+ - 0.020 nm - 0.030 nm | 0.050 nm
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. Atomradien und Ordnungszahl (schematisch)
A
Rb
K
E 0.2- Na
= Li
2
3
o 0.1-
H
He
00 I I | I -
0 10 20 30 40
Kernladung Z (in e)

. lonisierungsenergien einiger Atome und lonen in eV
4 Ladungszustand

1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6+ 7+ 8+ ...
1H 13.6

2He 24.6 54.4

3 Li 54 756 122.5

4Be 93 18.2 153.9 2177

5B 83 25.2 37.9 259.4 340.2

6C 11.3 244 47.9 64.5 3921 490.0

7N 14.5 29.6 47.5 77.5 979 5521 667.0
80 13.6 351 54.9 774 1139 1381 7393 8714
9F 17.4 35.0 62.7 ...

10 Ne 21.6 41.0 63.5 ...

11Na 51 47.3 716 ..

12Mg 76 15.0 80.1 ...

13 Al 6.0 18.8 284 ...

14 Si 82 16.3 33.5 ..

i15P 105 19.7 302 ...

16S 104 23.3 348 ...

17Cl  13.0 23.8 396 ...

18 Ar 158 27.6 40.7 ...

19 K 43 31.6 457 ...

20 Ca 61 11.9 51.0 ...
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. Hohere Atome
. Zustandsenergien von Helium: Modellierte Werte und Literaturwerte
Zustand E, E, Gesamtenergie |Literaturwert
(15)° -37.0 eV -37.0 eV -74.0 eV -79.0 eV
(1s)(2s) -53.8 eV -5.0eV -58.8 eV -58.4 eV
(1s)(3s) -54.3 eV -1.9eV -56.2 eV -55.9eV
He-1* -54.4 eV - 54.4 eV -54.4 eV
. Radiale Dichteverteilungen von Helium: oben: Zustand (15)2 , unten: (1s)(2s)
Fr
4.0
40.00
32.00
24.00
16.00
8.00
sl K Lo gt o Lot Il
E 0.0 0.40 015
Py
24.00
20.00
16.00
12.00
2.00
4.00
0.50
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. Radiale Dichteverteilung Pr und Abschirmungsfaktor poc bei Lithium

Py
7000
s6.00 [H

42.00

23.00

1400 F

A A & a2 1
0.30 0.60 0.30

¥
. Li-Atom im Grundzustand:
AuBere relatives Maximum bei ca.: 0.15 nm (He 0.025 nm)
Modellierte Energieeigenwerte: -96.83 eV, -96.83 eV und - 5.84 eV
Modellierte Gesamtenergie: -199.5eV
Gemessene lonisationsenergien: 5.39 eV, 75.64 eV und 122.45 eV
Gemessene Gesamtenergie: -203.5 eV
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. Das H2*-Molekiilion
. Das Potential des Ho*t-Molekilions, eindimensional
VineV
0.00 =
-100.00 j m r
-200.00 T T I 1
-0.20 -0.10 0.00 0.10 0.20
X in nm
. Bindungsenergie des Molekulions und Kernabstand
3000
el -
15.00 ] Positives AbstoBungspotential
. der beiden Kerne
] - Wk
0.0

1 wWg Gesamtenergie des Molekluls

P Eii qdungs_.en_ergie_ —
-1s.00 1 /ﬂegative

E w1 Elektronenenergie

+r des Grundzustandes
-30.00 ]

0 0.2 nm 0.4 06

Abstand der Kerne

Die Energie wird hier mit W bezeichnet
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* y-Funktionen des H2*-Molekilions ¢ y-Funktionen des Hao*-Molekulions
eindimensionale SGL

dreidimensionale SGL
d=06nm En=-1598¢eV Vabst =2.4 eV d=0.6nm En=-15.98eV Vabst=2.4eV
psi PST
20.00 F
40.00
10,00 F
030 1,60 1.‘50 0.30 1.00 1.‘50
-10.00 F
-40.00
-20.00
d=0.6nm En=-16.05eV Vabst =2.4 eV d=0.6nm En=-16.05eV Vabst=2.4 eV
psi PST
20.00 F
40.00
10,00 F
0.50 1.‘00 ’ ﬁSE - 0350 1.‘00 1,’50 -
-10.00
40.00
-20.00
d=0.2nm En=-17.55eV Vabst=7.2 eV d=02nm En=-1755eV Vabst=7.2eV
psi PST
woook e
200.00
e oo
-200.00 100,00
-400.00
-600.00
-800.00 J. [ —
0.450 1.00
-1000.00
-1200.00

d=0.2nm En=-26.28eV Vabst=7.2eV

psi

20.00

10.00

-10.00

d=0.2nm En=-26.28¢eV

Vabst=7.2 eV
PST
100.00 | ‘
| ‘
o.ro = ‘ - o0
-100.00 | }
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. Bindender und antibindender Zustand bei d = 0.6 nm
pSi
20.00 F
10.00 —
. 750
-10.00
-20.00 —
. FestkoOrper
. Kroning-Penney-Potential: Vo: Potentialschwelle a: Abstand zweier
Gitterionen; b: lonenradius
Vo
<= >
. Parameter fur Potentialtopfmodelle einiger Hauptgruppenmetalle
Metall rginnm |rjinnm [ainnm [binnm |a-binnm |V5zineV |VjineV |VgineV
Lithium 0.152 |0.076 |0.304 [0.152 [0.152 18.95 25.26 3.16
Natrium 0.186 |0.102 |0.372 [0.204 |[0.168 15.48 19.45 1.98
Casium 0.266 |0.167 |0.532 [0.334 |0.198 10.83 12.30 0.74
Magnesium [0.160 [0.072 |0.320 [0.144 |0.176 18.00 25.81 3.90

2r; =b, 2rg =4, VO =12 (V,-V)
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. Potentialtopfe und Energieniveaus fur Natrium
a: ein Na-Atom b: zwei Na-Atome c: vier Na-Atome

B En En

4 14 vV

UTTW T W | T T IR T
400 F 400 F -4.00 —
400 F 800 F -8.00 -
4200 F 1200 F -12.00 -
B0 16.00 F -16.00 f
" _\_{_ _}I_f'_'u'— ﬂ]_[r—ll_,r—l]_,r—lur—
. 2nnn - -20.00 F
. Ermittelte Eigenwerte fur Natrium (in eV) bei einer Schrittweite von 0.005 nm
Ein Atom Zwei Atome Vier Atome:
-17.070 -17.944 -16.732 -18.291 -17.871 -17.210 -16.616
-11.166 -13.266 - 9.735 -14.306 -12.802 -10.926 - 8.734
. Die Zustandsfunktionen vy zu den fur Natrium berechneten Energieniveaus

a: ein Na-Atom, Kern bei r = 0.48 nm
psic

2.00 F

0.50

200 F
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psic

r =0.48 und 0.85 nm

1.00 F

c: vier Na-Atome (Niveau 1 - 4 oben, 5 - 8 unten), Kerne bei r=0.48 ;0.85; 1.22 und 1.59 nm
psic
1.Ju :"
100 f
050
050 F
.00 F
psic
oo -
~ 7\ N~
100 .- II"H-\.\ ,ll.v}‘ .llll |' .lll."l/ l..ll y
F ) ! II ! | [ |I ! Il'll |
- / V) \ ! | / oy
E ! I'. [ Vo i [ ||' \ I=
0.50 F | |I Vo ! / \ |
| IlI Al l'. }Il \ ! || \ I'\
: AR R I 1"||' Vo [A A
- -="':|:""-'. 1 Ll nl b Ly N ; N ll. L L N 1
: sy R VIRV
r | '|I I| I|| A |l|| 'I._ |||I f } II|
050 F [ { I o }'u . | /
- \I 1 l { |l I| II Al / J [N i}
- VLA J \ / \ f v/ 1 | ¥
- VOO ! \ ) \ ! |'I Vo fJ
] Loy J .II. f \ o f \ ". /
- Il| £\ I'l v/ ) ! I‘- / Yo ,.-" {
.1 00 ; \_/J |... I;'I_,i \ \-/ :\ _/' - _h;;-_}zl
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. Die Dichteverteilungen ? zu den fur Natrium berechneten Energieniveaus

a: ein Na-Atom, Kern bei r = 0.48 nm
Fr

500 F

4.00

3.00

2.00

1.00

2 1 2 " i " 2 1
0.50 1.00

b: zwei Na-Atome, Kerne bei r=0.48 und 0.85 nm
Fr

3.00 F
200 F

1.00 F

¥

2 1 i i 1 A 2 2 2 2 1
0.50 1.00 1.50

c: vier Na-Atome (Niveau 1 und 2 oben, 3 und 4 unten) Kerne bei r=0.48;0.85;1.22 und 1.59 nm
Fr

oo -

1.50 F

1.00 F

0.50
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ST o
.50 F
.00 |

n.50 F

A.2 Beispiele fur Aufgabenstellungen

1)

Ein Schiler

hat

seine Vorstellung uber

Schilervorstellungen vom Atom vor Beginn des Unterrichts

den Aufbau eines Atoms

folgendermaBen beschrieben (Rekonstruktion eines Originals):

Mein Atommodell

Zeichnung
z.B.

Kern

Bahn

< Schale

Atomkern aus Protonen und Neutronen
Atomhille aus Elektronen auf Bahnen,
auch mehrere Elektronenen auf einer

Die Elektronen und Protonen haben
entgegen- gesetzte Ladung. Deshalb
werden sie voneinander angezogen.
Die Bewegung auf der Kreisbahn
bewirkt eine Kraft, die der
Anziehungskraft entgegenwirkt.

Kommentiere diese Vorstellung:
- Inwiefern entspricht diese Vorstellung Deiner eigenen Vorstellung und Deinen

eigenen bisherigen Kenntnissen?

- Womit bist Du einverstanden, womit nicht?

- Wo wiirdest Du Erganzungen vornehmen?

- Kennst Du andere Atommodell? Wenn ja, beschreibe sie!
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. Spektren

2) Das Energieniveauschema eines Atoms ist unten abgebildet. Die Atome liegen
gasformig in einer Glasrohre vor und werden mit Elektronen beschossen, die die

Atome bevorzugt in den Zustand mit der Energie E4 = -4.4 eV anregen (nach oben

gerichteter Pfeil). Beim Zerfall der Atome gibt des drei mogliche "Zerfallskanale".
a: Das Atom zerfallt Uuber Zustand 3 und Zustand 2 in den Grundzustand (1).

b: Das Atom zerfallt Uber den Zustand 3 in den Grundzustand.

c: Das Atom zerfallt uber den Zustand 2 in den Grundzustand.

Diese drei Falle sind mit den nach unten gerichteten Pfeilen angedeutet.

----------------- lonisiert E=0 eV

A E4='4.4 eV

l A E3z=-7.3 eV
v E2 ='9.7 eV

Y VYV ¢ sose

- Wie sieht das Spektrum des Lichts dieses Gases aus, wenn man es mit einem
Gitter nach den Wellenlangen "zerlegt"? (h=4.1*10-19eV*s , ¢ =3.0108m/s)

- Zeichne es in die Abbildung unter Berucksichtigung der Wellenlange ein!

[ [ | [ [ | | [
100nm  200nm 300nm 400nm  500nm 600nm  700nm 800nm

- Welche dieser Linien liegen im fur den Menschen sichtbaren Bereich?
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. Stehende Seilwellen

3) Die Skizze zeigt einen Versuch, mit dem durch einen Elektromotor ein Seil in

Schwingungen versetzt. Die rechte Seite des Seils ist durch Perlen beschwert.

Elektromotor
Perlonschnur Perlen ektromoto

4——33cm —— > 4{5¢cm >

Gewicht

Die Fotos zeigen zwei Eigenzustande des Seils mit zugehdrigen Motorfrequenzen.
Auf der rechten Seite ist der Motor und auf der linken Seite die Umlenkrolle zu
erkennen. Die Fotos sind Langzeitaufnahmen, die Uber mehrere Schwingungs-

durchgange aufgenommen worden sind.

. . .

f{=9Hz
L,"—‘= - ’-@Tﬂ
- f2 = 20

Hz

- Worin unterscheiden sich die beiden Fotos (Zustande)?

- Welche Form erwartest Du fur den nachst hbheren Schwingungszustand? Fertige

eine Zeichnung an und beschrifte sie kurz.

- Was erwartest Du von dem schwingenden Seil, wenn man eine Frequenz

zwischen f = 9 Hz und f = 20 Hz einstellt?
- Welche Aussagen lassen sich zur Krummung des Seil im Zustand 1 machen?

- Worin unterscheidet sich die Kruimmung des Seil in Zustand 1 und in Zustand 2?
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. Zustand
4) Was bedeutet fur Dich der Begriff Zustand?
Formuliere zwei Satze, in denen das Wort Zustand vorkommt.

Was bedeutet es fur Dich, wenn man sagt, dass sich ein Auto in einem bestimmten
Zustand befindet? Was bedeutet es fur Dich, wenn man sagt, dass sich ein Atom in

einem bestimmten Zustand befindet?

5) Wie unterscheiden sich grundsatzlich der Zustand eines klassischen Teilchens

und der eines Quantensystems?

Was bedeutet ein Eigenzustand a) klassisch b) quantenmechanisch?

. Krimmung

6) Markiere bei den unten gezeichneten Funktionen (a. und b.) die Orte der
Funktion mit groBter Krummung mit einem Kreuz und die Orte der Funktion mit

Krummung Null mit einem Kreis.
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. Paarbeziehungen
7) Welche der genannten Begriffe gehoren jeweils paarweise zusammen?

Grundzustand, Abschirmung, Lichtaussendung, Zustand niedrigster Energie,

Photon, Ubergang zwischen zwei Zustanden, Licht, Atome mit mehreren Elektronen

Erklare kurz Deine Auswahl!

. Modellierung des H-Atoms

8) Wie muss man vorgehen, um die Zustande und Energiewerte des Wasserstoff-

Atoms mit dem Computer zu bestimmen?

Beginne Deine Beschreibung mit dem Start der Software MODELLUS auf dem

Computer.

. Atommodelle

9) Beschreibe die Gemeinsamkeiten und Unterschiede der drei Atommodelle:

(a) Elektronenbahnen (b) Lokalisationswahrscheinlichkeit (c) Ladungsverteilung!

Vergleiche die drei Atommodelle mit einem Querschnitt durch

a) eine Kirsche b) eine Zwiebel c) einen Rosinenkuchen d) die Erde mit Lufthulle
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10) Erklare die Bedeutung folgender Darstellungen von Zustanden des H-Atoms:

Grundzustand Erster angeregter Zustand Zweiter angeregter Zustand

- Skizziere und diskutiert den Zusammenhang mit den y2(r) -Kurven!

- Welche Interpretation der 1-Funktion liegt zugrunde? (Erklare den Begriff)

- Wie kdnnten diese Abbildungen entstanden sein?

- Wie kobnnte man diese Abbildungen missverstehen?

J Orbitale / Schale

11) Welche Beziehungen bestehen zwischen den Begriffen Atom, Schale, Orbital

und Elektron?

Wodurch ist es begrundet von einer Schalenstruktur der Atomhulle zu sprechen?

12) Welche Zustande des H-Atoms beschreiben die folgenden Funktionen?
r

2y _© X-7 _r
Av=cl27-18" 42" |e® . By=c(Xf)]e
a a \a }

- Welche Gestalt und Lage haben die Knotenflachen?
- Skizziere die zugehorigen Orbitale!
- Welche Quantenzahlen kennzeichnen die beiden Zustande?

- Was bedeuten die Quantenzahlen n, m und 1?
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. Schrédinger-Gleichung

13) Die Schrodinger-Gleichung fur das H-Atom lautet:

¥ n"(r) = - 26.25 eV nm2(En + 1.44 eV nm - 1) - yn(r)
r

- Berechne fur die mit dem Computer ermittelten Energieeigenwerte die Radien an

denen gilt: En = V(r) !
- Markiert diese Radien an den Funktionsgraphen!

- Wie andert sich an diesem Punkt die y-Kurve?

- Was spricht dafur, den Radius des Atoms Uber diesen Wert zu definieren?
- Welche theoretischen Alternativen zur Definition des Atomradius gibt es?
- Beschreibe ein experimentelles Verfahren zur Bestimmung des Atomradius!

- Was kannst Du uber das Verhaltnis von theoretischen und experimentellen

Werten aussagen?

14) Wie laBt sich die Gestalt der abgebildeten Zustandsfunktion aus der SGL
erklaren? ("Sinusartigkeit", asymptotisches Verhalten, Form und unterschiedliche
GroBe der Bauche)

psi
002 F

0.01

1 1 1
0.50 1.00
-0.01

-0.02 F

-0.03 F

15) Erklare mit Hilfe des Krummungsbegriffs: Warum gibt es beim H-Atom keinen

stabilen Zustand mit En < -13,6 eV und entsprechend kleinerem Atomradius ?

16) Erklare die Stabilitat des Atoms aus der SGL!
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17) Die beiden unten abgebildeten Verteilungsfunktionen beziehen sich auf den

1s-Zustand des H-Atoms.
- Worin besteht der Zusammenhang der beiden Kurven (mit Formel)?

- Inwieweit ist der Unterschied physikalisch wichtig?

i
‘ psiVv

002

1.00

002

1§
ok

hrodinger-Gleichung fur das H-Atom lautet:

26.25 eV"' nm™?-(En + 1.44 eV ntd*2) - yn(r)

en'im Vergleich:

" 1
0.70

5.00e-05 0.08 015 0.23 0.30 .
rinnm

Kurve 1 zeigt die y2-Kurve eines Zustands des H-Atoms. Kurve 2 zeigt eine y2-

Kurve eines Zustands des He*-lons, das aus 2 Protonen, 2 Neutronen und einem

Elekiron besteht. Beide Kurven sind auf 1 normiert.

Der Energieeigenwert dieses Zustands des Het-lons ist: E = - 54,4 eV.
- Um welchen Zustand handelt es sich in beiden Kurven? Begrundung!

- Wie hoch ist der Energieeigenwert dieses Zustands im H-Atom?
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- Welche beiden fur H-Atom und He*-lon experimentell bestimmbaren MeBgroBen
lassen sich direkt aus diesen theoretischen Daten (Kurven und Energiewerte)

vorhersagen? Welche MeBergebnisse erwartest Du jeweils ?
- Wie lautet die Formel fur das Potential V(r) des Het-lons?

- Gib die Schrodinger-Gleichung (SGL) fur das He*-lon an!

- Wie laBt sich der unterschiedliche Energieeigenwert erklaren?

- Erklare die Abweichungen der y2-Kurve des He*-lons von der y2-Kurve des H-
Atoms, indem Du das Krummungsverhalten der entsprechenden y-Kurven aus der

jeweiligen SGL analysieren!

- Zeichne ein Diagram fur die wQ-Kurve des zweiten Zustand des He*-lons (mit

MaBstab an der r-Achse) ! Wie groB schatzt Du den Energieeigenwert dieses
Zustandes (Begrundung)?
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. Lithium

19) Die Modellgleichungen fur ein Li-Atom in MODELLUS lauten.

ar

if(7<=10.17) then

if(7<=10.17) then

if(7>0.17) then (z/=10])

if (7> 0.17) then (z2=10)

52
apocl psis
ar c3
Ds."j'2
Pr=zl+z2+
c3

1
Enl+144x%(3-poc2-poc3) x— | xpsil

>~
s

1
En2+144%(3-pocl-poc3) x— | xpsi2

>

1
En3+144x(3-pocl-poc2) x— | xpsi3

psh’2

zl=

v
od

psr’22
zZ=

cZ
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- Wie driuckt sich die Anzahl der Elektronen von Lithium in Modell aus?

- Erklare moglichst ausfuhrlich: Wie wird die gegenseitige Wechselwirkung der

Elektronen im Modell beruicksichtigt?
- Weswegen sind die if-Bedingungen notwendig?

- Wie wird bei der Modellierung (nicht in den Modellgleichungen) das Pauli-Prinzip

berucksichtigt?
- Skizziere den zu erwartenden Verlauf der Kurven poc1, poc 2 und poc 3!
- Was bedeutet Pr? Welcher Funktionsverlauf ist fur Pr zu erwarten?

- Was bedeuten die Faktoren c1, ¢c2 und ¢3?

20) Ein Lithium-Atom hat einen dreifach positiv geladenen Kern und drei

Elektronen.
- Was besagt das Pauli-Prinzip?
- Welche Konsequenzen ergeben sich aus dem Pauli-Prinzip fur Lithium!

- Wie wirken sich diese Konsequenzen bei der Modellierung des Li-Atoms im

Grundzustand aus? (Vergleich mit Helium)

21) Die drei Elektronen des Lithium-Atoms im Grundzustand (1s)(1s)(2s) besitzen
folgende Bindungsenergien. E1 = -96.3eV E2 = -96.3eV E3 = -5.8eV

- Skizziere die zugehorigen y-Funktionen und die radiale Dichteverteilung!
- Welche Energie besitzt das Lithium-Atom in diesem Zustand?
Das Lithium-Atom wird nun in den (1s)(1s)(3s)-Zustand angeregt.

- Was bedeutet das fur die y-Funktionen und Energien der einzelnen Elektronen 1,

2 und 3 (es sind keine Zahlenangabe der Energien erforderlich; es reicht die

Aussage, ob die einzelnen Energien kleiner, gleich oder groBer sein werden)?

- Begrunde Deine Voraussage uber die y-Funktionen und Energien der einzelnen

Elektronen.
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. Das H2*-Molekiilion

22) Wie kann man sich die Molekulbindung mit der Ladungsdichteinterpretation der

P-Funktion plausibel erklaren? Erlautere den Sachverhalt an einer Beispielskizze!

23) Erlautere anhand der Abbildung, unter welchen Bedingungen beim Hat-

Molekulion eine stabile Bindung entsteht!

3000
el
15.00 3 Positives AbstoBungspotential
der beiden Kerne
- Wk
0.0

Wg Gesamtenergie des Molekils

p _Bi r]dunge:en_ergie_ —~
-1s.00 /ﬂegative

W Elektronenenergie

+r — des Grundzustandes
-30.00 ————— — ———r—r——r——

———————— r————r——————
0 0.2 nm 0.4 0.6
Abstand der Kerne

24) Fur das Ha*-Molekulion wurden bei d = 0.2 nm folgende Eigenwerte und

Zustandsfunktionen (niedrigste Zustande) ermittelt.

Erlautere, interpretiere und diskutiere die Daten! Betrachte dabei auch den
Grundzustand des H-Atoms von - 13.59 eV.

d=0.2nm En=-26.28eV Vabst=7.2eV d=0.2nm En=-1755eV Vabst=7.2eV
PST PT

ARV

PRUTRIN

100.00
100.00

-100.00
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. Festkorper

25) Mit einem Potentialtopfmodell fur Na wurden folgende Energien (in eV)

ermittelt:

Ein Atom Zwei Atome Vier Atome:

-17.37 -17.94 -16.73 -18.29 -17.87 -1711 -16.61
-11.16 -1326 - 9.73 -1430 -12.80 -1092 - 8.73

Erlautere anhand dieser Daten allgemein die Herausbildung einer

(Energie)Banderstruktur von Festkorpern!

26) Wie kann man aus der Banderstruktur die optischen Eigenschaften eines

Festkorpers im Prinzip verstehen?

27) Mit einem Potentialtopfmodell fur vier Na-Atome an den ungefahren Positionen

r=0.48 ; 0.85; 1.22 und 1.59 nm wurden folgende Verteilungsfunktionen bestimmt:

1.50

1.00

0.50

1 1 - 1 1 1
0.50 1.00 1.50 2.00

- Um welche Zustande handelt es sich ? (Begrundung!)

- Markiere die Position der Atomkerne. Was laBt sich daraus in Verbindung mit den

Verteilungsfunktionen Uber die Qualitat der Bindung der vier Na-Atome ableiten?

- Wie werden nach Deiner Einschatzung die beiden nachst hoheren Verteilungen

ungefahr aussehen? Fertige eine Skizze an! Erlautere und begrunde sie!
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