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Wahrscheinlichkeitsrechnung

In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden zufallige Phanomene mit Hilfe von mathematischen
Modellen modelliert. Das heif3t mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitsrechnung kénnen wir in ge-
wissen Malle Vorhersagen uber zufallige Ereignisse treffen. Eine Mdglichkeit dafur bietet das

Gesetz der grof3en Zahlen.

Es besagt, dass wenn du ein Zufallsexperiment sehr oft hintereinander oder viele Experimente
gleichzeitig durchfiihrst, die relative Haufigkeit eines Ausgangs der Wahrscheinlichkeit dieses

Ausgangs entspricht. Ich méchte das anhand eines Beispiels ndher erlautern.

Zufallsexperiment: Wenn du zum Beispiel mit einem Wirfel wirfelst, kannst du nicht vorher-
sagen, auf welcher Zahl er am Ende landet. Du kannst lediglich Wahrscheinlichkeitsaussagen

treffen. Wirfeln ware also ein Zufallsexperiment.

Gesetz der groBen Zahlen: Wenn du sehr oft hintereinander wirfelst und notierst, wie oft
welche Zahl erscheint, bekommst du eine Verteilung. Wahrend bei einem einzelnen Wurf nicht
vorhersagbar ist, auf welcher Zahl der Wiirfel landet, sieht so eine Verteilung (mit geniigend

Wiederholungen) immer gleich aus.

Absolute und relative Haufigkeit: Zahlst du einfach nur, wie oft einer der verschiedenen
Ausgénge, also beim Wirfeln wie oft eine Eins, eine Zwei usw., gekommen ist, hast du die
Verteilung mit der absoluten Haufigkeit bestimmt. Wenn du die absolute Haufigkeit durch die
Anzahl der Wiederholungen dividierst, erhaltst du die relative Haufigkeit. Die relative Haufig-
keit entspricht nach dem Gesetz der groRen Zahlen der Wahrscheinlichkeit. Eine Verteilung

mit der relativen Haufigkeit nennt man auch Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Zwei Beispiele:

1. Wirfeln: Gleichverteilung

Wenn du mehrmals mit einem Woirfel

Wiarfeln wiirfelst und zahlst, wie oft du eine 1, 2,

L ! 3, 4, 5 oder 6 bekommst, wirst du fest-
;._‘"g" 2/3 stellen, dass am Ende alle Zahlen unge-
% 13 fahr gleich oft erscheinen werden. Beim
20 1 ) 3 a4 s 6 Wairfeln erhaltst du also eine Gleichver-
Augenzahl teilung. Diese Verteilung ist im Graphen

links abgebildet.



2. Reillzwecken: Keine Gleichverteilung
Wenn man Reilizwecken ,werfen“ wiirde, wirde die Verteilung anders aussehen.
Denn es kommt haufiger vor, dass das

ReiRzwecken
spitze Ende nach unten schaut als das

E flache. Daher ist auch die Wahrschein-
“'% s lichkeit fir das spitze Ende héher als fir
;- 13 das flache. Beim Werfen von Reil3zwe-
"o cken erhéltst du also keine Gleichver-

Spitze Flache

Seite auf der die Zwecke landet teilung. Die Verteilung kdnnte wie links

abgebildet aussehen.
Aufgaben:

1. Kannst du mir die Wahrscheinlichkeit dafiir nennen, dass eine Reil3zwecke beim

ersten Wurf auf der flachen Seite landet?
2. Die Halbkugeln:

Kannst du die Wahrscheinlichkeitsverteilung fur diese Halbkugel finden?
Wie wirdest du dann vorgehen, wenn du diese ganze Box mit 50/100/1000
identischen Halbkugeln zur Verfliigung hast?

c. Konntest du die Wahrscheinlichkeit schon beim ersten Wurf herausfinden?

d. Stell dir vor du hast 10.000 Halbkugeln in der Box und du wirfst sie alle gleich-

zeitig 10-mal hintereinander.

i. Wie viele werden pro Wurf auf der flachen Seite landen?
ii. Wie hangt das mit der Wahrscheinlichkeit fur die flache Seite zusam-

men?



2.Das Problem mit der Zeit

Hat man keine 10.000 Halbkugeln, kénnte man zur Ermittlung der Wahrscheinlichkeit, dass
eine Halbkugel beim Werfen auf der flachen Seite landet, auch eine Halbkugel sehr haufig
werfen und immer zahlen, wie viele Wiirfe es dauert, bis sie auf einer flachen Seite liegt. In

allen Fallen ermittelt man sozusagen eine Wahrscheinlichkeit pro Wurf.

Dies ist im Falle von diskreten Wiederholungen wie beim Werfen einer Halbkugel noch recht
einfach. Es wird jedoch schwieriger, wenn man eine Wahrscheinlichkeit pro Zeit ermitteln

mochte.

Zum Beispiel bei diesen Springblobbs.

Springblobbs Sie haben eine gewisse Sprung-
1.00 wahrscheinlichkeit, die fir jedes Zeit-
0.80 intervall gleich ist. Springt der Spring-
0.60 blobb zum Beispiel mit einer Wahr-
0.40 scheinlichkeit von 2/10 pro Zeitinter-
0.20 vall, wirde die Wahrscheinlichkeits-
0.00 - verteilung fir jedes Zeitintervall, wie

Springt Springt nicht links abgebildet, aussehen.

In diesem Fall gibt man eine Wahrscheinlichkeit pro Zeit an, es ist also zufallig, dass der
Springblobb zu einem gewissen Zeitpunkt springt. Bei den Halbkugeln gibt man eine Wahr-
scheinlichkeit pro Wurf an, es ist also zufallig, dass die Halbkugel bei einem Wurf auf der

flachen Seite landet.
Wie ermittelt man so eine Wahrscheinlichkeit pro Zeit?

Zum Ermitteln der Sprungwahrscheinlichkeit kann man zum Beispiel einen Springblobb sehr
haufig springen lassen und jedes Mal die Zeit solange stoppen, bis er springt. Auch hier wird
man nach sehr haufigen Wiederholungen eine Sprungwahrscheinlichkeitsverteilung pro Zeit

feststellen kénnen, also mit welcher Wahrscheinlichkeit er in einem Zeitintervall springt.
Warum Zeitintervalle?

Da die Zeit kontinuierlich vergeht, teilt man sie meistens in Intervalle ein, zum Beispiel Sekun-
den. Auch unserem Fall, verwendet man Zeitintervalle also zur Vereinfachung. zum Beispiel
zahlt man, wie oft der Blobb im ersten Zeitintervall gesprungen ist (1-5 Sekunden), wie oft er

im zweiten Zeitintervall gesprungen ist (5-10 Sekunden) usw.



Aufgaben/Diskussion

Alexandra hat 10.000 Springblobbs springen lassen und die Zeit gestoppt. Das sind ihre Er-
gebnisse.
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rel. Haufigkeit

1. Interpretiere den Graphen.
a. Was wurdest du Alexandra raten?
b. Wie wahrscheinlich ist es, dass der Springblobb im Zeitintervall 20 bis 25 springt?
c. Stell dir vor du hast 10.000 Springblobbs mit der Sprungwahrscheinlichkeit 8/100

pro Zeitintervall. Wie viele Springblobbs sind nach dem Zeitintervall 1 bis 5 Se-
kunden noch nicht gesprungen?



Der radioaktive Zerfall

Bisher haben wir verschiedene Modelle verwendet, um die Wahrscheinlichkeitstheorie mit
dem Gesetz der grofden Zahlen etwas verstandlicher zu machen. Das makroskopische Modell
mit den Springblobbs eignet sich jedoch gut, um den radioaktiven Zerfall eines instabilen

Atomkerns zu modellieren.

Beim radioaktiven Zerfall eines instabilen Atomkerns ist es ahnlich wie bei den Springblobbs.
Man kann zum Beispiel sagen, dass wenn der Blobb umgeklappt ist, dann ist er instabil. Wenn
er einmal gesprungen ist, dann ist er zerfallen, also stabil. Es gibt Atomkerne die aufgrund
ihrer inneren Struktur instabil sind, also spontan zerfallen. Mit zerfallen meint man hier ,in
einen stabileren Zustand® Gibergehen. Das heil}t, wenn der instabile Atomkern nach Emission
eines Teilchens stabil ist, wird er nicht weiter zerfallen.

Im Grunde ware es besser, wenn man anstatt ,Zerfall“ ,,Umwandlung“ oder ,,Transforma-
tion“ sagen wirde. Denn der Atomkern zerfallt nicht in einzelne Teile oder auch nicht konti-
nuierlich bis nichts mehr da ist, sondern er wandelt sich unter Aussendung eines Teilchens

um.

Wir betrachten den einfachsten Fall: Es wandelt sich ein instabiler Atomkern einmal um und
ist danach stabil, so wie bei den Springblobbs.

Die Sprungwahrscheinlichkeit pro Zeit wird nun Zerfallswahrscheinlichkeit genannt, also eine
Wahrscheinlichkeit, dass sich ein instabiler Atomkern in einem Zeitintervall umwandelt. Diese
Wahrscheinlichkeit ist flir Atome desselben Elements immer gleich - Sie ist eine Naturkon-

stante.

Verschiedene Elemente haben jedoch eine unterschiedliche Zerfallswahrscheinlichkeit. Der
Zeitpunkt, wann sich ein einzelner Atomkern umwandelt, ist zufallig. Mit dem Gesetz der Gro-
Ren Zahlen kann man also, wenn man viele instabile Atomkerne desselben Elements hat, die

Zerfallswahrscheinlichkeit bestimmen.
Aufgaben:

2.a. Stell dir vor du hast 10.000 instabile Atomkerne desselben Elements mit der Zerfalls-
wahrscheinlichkeit 1/5 pro Zeitintervall. Wie viele instabile Atomkerne sind nach dem
ersten Zeitintervall noch nicht umgewandelt?

2.b. Zeichne den Graphen fir die ersten 10 Zeitintervalle. Du startest mit 10.000 instabilen

Atomkernen, die nach einmaligem Zerfall stabil sind.



Halbwertszeit

Bei der Halbwertszeit handelt es sich um die Zeit, nach der sich die Halfte aller instabilen
Atomkerne eines Ensembles umgewandelt haben. Man kann auch die Halbwertszeit von

ReilRzwecken berechnen.
ReiRzwecken mit aussortieren

Wir werfen wieder Reilizwecken als Modell fir instabile Atomkerne. Nun lassen wir jedoch
die, die auf der flachen Seite landen, liegen. Sie sind stabil und wollen sich nicht mehr um-
wandeln. Beim nachsten Wurf nehmen wir die, die nicht auf der flachen Seite gelandet sind,
und werfen sie wieder. Wir zahlen jeweils, wie viele ,instabile® Reillzwecken noch da sind,
und tragen das in ein Diagramm ein. Am Ende wird die Verteilung so aussehen. Denn am
Anfang sind noch alle Reilkzwecken ,instabil“ und werden zu einem 1/3 Wahrscheinlichkeit
beim ersten Wurf auf der flachen Seite landen. Beim nachsten Wurf sind schon ein 1/3 der

Reilkzwecken ,stabil* und werden nicht mehr mit geworfen usw.
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rel. Haufigkeit

In diesem Fall ware die Halbwertszeit gar keine Zeit, sondern wirde zwischen erstem und

zweitem Wurf liegen, sozusagen der Halbwertswurf.
Nun aber wirklich HalbwertsZEIT: Springblobbs

Wir verwenden wieder das Modell der Springblobbs fiir instabile Atomkerne und zahlen, wie
viele pro Sekunde noch liegen bleiben, also noch ,instabil“ sind. Das kdnnen wir jetzt nicht
ausprobieren, weil es viel zu schwierig ist, genligend viele Springblobbs gleichzeitig zu span-
nen und loszulassen. Wir kdnnen es jedoch mit 10 probieren und vielleicht schon erahnen,

wie die Verteilung mit 10.000 aussehen wurde. (Bereitet Apparatur vor)



Kannst du dir vorstellen, wie das aussehen konnte?

Springblobb

10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000

3000 | . o

2000 ‘ |‘|I| -

it
. T

01234567 89101112131415161718192021222324252627282930

absolute Haufigkeit

Zeitpunkt [sec]

Kannst du sagen, wo die Halbwertszeit liegt?

Aufgaben:

3.a.

3.b.

3.c.

3.d.

In einem Ensemble von instabilen Atomkernen haben die Atomkerne eine Zerfalls-
wahrscheinlichkeit von %4 pro Sekunde. Zu Beginn sind 10.000 instabile Atomkerne
desselben Elements im Ensemble. Kannst du die Halbwertszeit herausfinden?

Wie gehst du vor, wenn du weil’t, dass die Halbwertszeit eines Elements 1 min be-
tragt, und du méchtest herausfinden, wie viele instabile Atomkerne nach 3 min noch
nicht zerfallen sind, also noch instabil? Zeichne den Graphen.

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass wir instabile Kerne beobachten kdnnen.
Jedoch kénnen wir das leider nicht. In Wirklichkeit messen wir nur das Zerfallsprodukt,
zum Beispiel ein a-Teilchen. Stell dir vor wir haben 100 instabile Kerne gesammel,
die durch Aussendung eines a-Teilchens zerfallen. Die Kerne haben eine Halbwerts-
zeit von 10 Sekunden. Wir messen die a-Teilchen. Zeichne im untenstehenden Plot
ein, wie viele a-Teilchen in den jeweiligen Zeitintervallen gemessen werden.

Stell dir vor du hast 10 instabile Atomkerne (vom selben Element) in einem Kafig ge-
fangen. Dein Ziel ist es, einen Zerfall zu beobachten. Du kannst aber nur ein kurzes
Zeitintervall auswahlen, in welchem du die Kerne beobachten mdchtest. Was ware

deine bevorzugte Beobachtungszeit?



